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概率 论 是 从 数量 上 研究 随机 现象 的 规律 性 的 学 科 . 它 在 自然 科学 、 技 术科 
学 、 管 理科 学 中 都 有 着 广泛 的 应 用 , 因此 从 20 世纪 30 年 代 以 来 , 发 展 甚 为 迅速 ， 
而 且 不 断 有 新 的 分 支 学 科 涌 出 ， 概 率 极 限 理论 就 是 其 主要 分 支 之 一 ， 也 是 概率 
统计 学 科 中 极为 重要 的 理论 基础 .苏联 著名 概率 论 学 者 Gnedenko 和 Kolmogrov 
Mui: “概率 论 的 认识 论 的 价值 只 有 通过 极限 定理 才能 被 揭示 , 没有 极限 定理 
就 不 可 能 去 理解 概率 论 的 基本 概念 的 真正 含义 .” 经 典 极限 理论 是 概率 论 发 展 
上 的 重要 成 果 ， 而 对 时 间 序 列 中 最 具 代表 性 的 模型 之 一 一 一 线性 过 程 各 类 极限 
性 质 的 研究 是 近代 概率 极限 理论 研究 中 的 方向 之 一 ， 本 书 就 是 对 线性 过 程 的 弱 
极限 性 质 、 强 极限 性 质 以 及 在 变 点 中 的 应 用 进行 了 深入 的 研究 . 

线性 过 程 在 时 间 序 列 分 析 中 具有 非常 重要 的 地 位 ， 有 大 量 文献 都 讨论 了 线 
性 过 程 的 各 种 性 质 ， 它 对 于 经 济 、 工 程 及 物理 学 科 都 有 着 极其 广泛 的 应 用 . 因此 
很 多 学 者 致力 于 研究 线性 过 程 的 误差 项 满足 不 同 条 件 时 线性 过 程 的 极限 定理 . 例 
如 当 误 差 项 为 驶 差 随机 变量 序列 (Fakhre-Zakeri(1997)), 误差 项 为 强 混合 随机 变 
量 序 列 (Birkel (1993)) 以 及 误差 项 在 线性 坐标 正 相依 (LPQD) 条 件 限制 下 (Tae- 
Sung (2001)), 已 经 得 到 了 相应 的 关于 线性 过 程 的 中 心 极 限定 理 (CLT) 和 泛 函 中 
心 极限 定理 (FCLT). 在 一 些 适当 的 条 件 下 ， 对 于 线性 过 程 还 有 很 多 极限 结果 . 
比如 ， Burton 和 Dehling (1990) 得 到 了 线性 过 程 的 大 偏差 原理 ， Yang (1996) 
建立 了 中 心 极限 定理 以 及 重 对 数 律 ， Li et al. (1992) 和 Zhang (1996) 都 得 到 了 
完全 收敛 性 方面 的 结果 . 

本 书 主要 是 对 由 各 种 相依 随机 变量 产生 的 线性 过 程 的 各 类 极限 性 质 进行 了 
讨论 . 众所周知 , 现实 生活 中 发 生 的 事情 大 多 并 不 是 互 不 相干 的 ， 而 是 彼此 之 间 
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具有 某 种 联系 的 . 正确 地 用 数学 方法 描述 这 种 相关 性 ， 就 可 以 用 数学 一 一 这 一 
精确 的 工具 来 对 事物 进行 精确 地 研究 ， 由 此 可 见 ， 研 究 非 独 立 的 随机 变量 序列 
有 着 十 分 深刻 的 理论 和 实际 意义 ， 其实， 关于 相依 随机 变 基 的 极限 性 质 的 研究 
可 以 追溯 到 20 世纪 二 三 十 年 代 ， 当 时 就 有 Bernstein (1927) 、 Hopf (1937) 和 
Robbins (1948) 等 学 者 相继 对 其 进行 研究 . 一 直到 现在 ， 仍 有 新 的 相依 变 基 类 型 
及 其 结果 层出不穷 . 

本 书 的 第 一 章 就 线性 过 程 弱 收敛 方面 的 结果 进行 了 深入 的 讨论 ， 其 中 第 二 
节 主 要 讨论 了 由 渐 近 线性 坐标 负 相依 (ALNQD) 随机 变 基 序列 产生 的 平稳 线性 
过 程 ， 获 得 了 一 个 泛 函 中 心 极限 定理 . 第 三 节 则 是 证 明了 只 要 满足 其 中 一 个 关 
键 的 不 等 式 ， 线 性 过 程 的 误差 项 在 很 多 种 相依 条 件 的 假设 下 ， 都 可 使 与 第 二 节 
相同 的 放 函 中 心 极 限定 理 成 立 ， 并 且 第 三 节 还 叙述 了 一 个 简单 应 用 ， 就 是 将 此 
结果 应 用 于 计 革 经 济 中 一 种 很 常用 过 程 — 单位 根 过程 检 验 中 统计 其 的 极限 分 
Ж. 然而 往往 在 许多 实际 问题 中 , 误差 项 不 是 一 个 简单 的 实 值 随机 变 其 , 常常 是 
一 个 过 程 . 第 四 节 讨 论 的 就 是 一 列 由 p— 混合 的 过 程序 列 产生 的 线性 过 程 ， 得 到 
了 部 分 和 的 弱 收 敛 性 、 两 参数 随机 过 程 的 弱 收 敛 性 以 及 随机 足 标 和 的 弱 收敛 

在 第 二 、 三 章 中 ， 我 们 讨论 了 关于 线性 过 程 的 强 极限 性 质 ， 在 第 二 章 中 ， 
主要 研究 由 两 种 较为 常见 的 相依 随机 变量 序列 产生 的 线性 过 程 的 强 极限 性 质 . 
完全 收敛 性 的 概念 是 由 Hsu 和 Robbins (1947) 引入 的 ， Erdós (1949, 1950) 和 
Spitzer (1956) 也 作 了 相应 的 研究 . 到 了 20 世纪 60 年 代 ， Katz (1963) 及 Baum 
和 Katz (1965) 推广 了 他 们 的 结果 ,得 到 如 下 结论 : 设 Xi. Xn,… iid. 随 
机 变量 序列 ， 记 S, = x). ^ p«2,r2 p. 那么 

j=l 


oo 
wn P(s,| > enr) < оо, e>0 


n=1 

成 立 的 充 要 条 件 为 EIXil" < oo, HM r > 1 时 EX = 0. 白 志 东 、 苏 淳 (1985) 对 
这 结果 进行 进一步 的 推广 与 改进 .其 后 Davis (1968) 证 明了 : 对 任意 e > 0, 

> врт, > evnlogn) < oo 

n=l 
成 立 的 充 要 条 件 为 EX, = 0 H ЕХ? < co. 随后 ， 又 产生 了 各 种 各 样 的 上 述 结果 
的 推广 形式 ， 最近， Chen (1978) 及 Gut 和 Spătaru (2000a) HIE T 4 eN 0 B$ 
iid. 随机 变量 Baum-Katz 及 Davis 大 数 律 的 精确 渐 近 性 (定理 2.B). 国内 ， 王 
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岳 宝 、 张 立新 等 在 精确 渐 近 性 方面 也 取得 了 很 多 成 果 . 而 对 于 线性 过 程 ， Zhang 
(1996) 得 到 了 Baum-Katz 大 数 律 形式 的 完全 收敛 性 的 结果 (定理 2.A), 关于 线 
性 过 程 精确 渐 近 性 方面 的 结果 非常 之 少 . 因此 我 们 在 第 二 章 的 第 二 节 中 , 证 明了 
定理 2.B 类 型 的 完全 收敛 性 的 精确 渐 近 结果 对 于 在 o- 混合 或 NA 两 种 相依 条 件 
下 的 线性 过 程 也 同样 成 立 ， 另 一 方面 ， 重 对 数 律 是 概率 极限 理论 中 极为 深刻 的 
结果 ， 它 是 强大 数 律 的 精确 化 , 对 它 的 研究 一 直 为 众多 的 学 者 所 关注 和 重视 ， 并 
已 经 得 到 了 许多 经 典 的 结论 . 最 近 ， Си 和 Spătaru (2000b) 还 发 表 了 一 篇 关于 
iid. 随机 变量 序列 的 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 质 的 文章 ， 结 果 见 定理 2.C. 而 线性 
过 程 关 于 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 方面 的 结果 也 非常 之 少 ， 因 此 第 三 节 中 ， 我 们 
将 证 明 线 性 过 程 在 - 混合 或 NA 两 种 相依 条 件 下 关于 类 似 定理 2.C 的 重 对 数 律 
的 精确 渐 近 性 结果 也 同样 成 立 . 将 /nloglogn 替换 成 Vnlogn 后 ， 本 节 同 时 证 
明了 类 似 定理 2.D 的 对 数 律 的 精确 渐 近 结果 也 成 立 ， 最 后 ， 矩 完全 收敛 性 问题 
是 由 Chow (1988) 提出 的 ， 并 讨论 了 Lid. 随机 变 其 序列 的 矩 完全 收敛 性 (定理 
2.Е). 王 定 成 和 苏 淳 (2002) 讨论 了 В 值 独立 同 分 布 随机 变 元 序列 的 矩 完全 收敛 
Tk. 则 第 四 节 中 我 们 讨论 了 由 NA 随机 变量 序列 产生 的 线性 过 程 关 于 托 的 完全 
收敛 性 . 

由 于 在 Chow 等 人 的 启发 下 ,， 蒋 烨 的 博士 论文 (2004) 讨论 了 iid. 随机 变 基 
序列 关于 抢 的 完全 收敛 及 重 对 数 律 方面 的 精确 渐 近 性 质 ， 那 么 在 蒋 烨 的 博士 论 
文 (2004) 的 启发 下 ， 第 三 章 中 我 们 主要 考虑 矩形 式 的 精确 渐 近 结果 对 线性 过 程 
是 否 也 同样 成 立 . 第 二 节 中 我 们 得 到 了 由 iid. 随机 变 基 序列 产生 的 线性 过 程 关 
于 矩形 式 完全 收敛 的 精确 渐 近 结果 ， 第 三 节 则 得 到 了 关于 和 矩 的 重 对 数 律 的 精确 
渐 近 结果 . 

在 第 四 章 中 , 我 们 主要 讨论 了 线性 过 程 在 变 点 方面 的 一 点 应 用 . 一 般 地 说 ， 
变 点 就 是 “模型 中 的 某 个 或 菜 些 基 起 突然 变化 之 点 "这 种 突然 变化 往往 反映 事 
物 的 某 种 质 的 变化 , 在 自然 界 、 社 会 及 各 种 领域 中 很 常见 且 具 有 重要 性 ,虽然 从 
统计 学 发 展 的 角度 看 ， 变 点 的 统计 分 析 这 个 课题 还 不 能 说 已 发 展 得 很 充分 成 熟 
T ( 它 馆 今 只 有 四 十 余年 的 历史 ), 但 变 点 问题 在 许多 应 用 中 都 非常 重要 ， 因 此 针 
对 一 些 常见 的 问题 发 展 了 若干 行 之 有 效 的 方法 ， 对 应 用 家 来 说 不 失 为 一 个 有 用 
的 工具 . 一 旦 变 点 被 合适 定位 后 ， 原 始 模型 就 需要 修改 ， 以 便 得 到 更 好 的 数据 
解释 以 及 更 精确 的 预测 . 因此 变 点 估计 在 经 济 建 模 中 起 了 很 重要 的 作用 . 许多 
统计 与 经 济 文献 中 都 包含 了 大 其 关于 变 点 问题 的 著作 .近期 比较 全 面 的 文献 可 
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以 参见 Сзбтвб 和 Horvath (1997). 单 变 点 均值 变动 估计 的 问题 是 其 中 一 个 热门 
的 研究 方向 ， 引 起 了 学 术 界 的 长 期 关注 . Sen 和 Srivastava (1975a, b), Hawkins 
(1977), Worsley (1979, 1986), James et al. (1987) 以 及 Srivastava 和 Worsley 
(1986) 都 考虑 的 是 对 一 列 正 态 序列 提出 单 变 点 均值 变动 的 检验 ，Hinkley (1970), 
Bhattacharya (1987), Yao (1987) 和 其 他 很 多 学 者 考虑 的 是 一 列 独立 变量 的 单 变 
点 估计 . 对 于 序列 相关 的 数据 ，Picard (1985) 对 阶 已 知 的 高 斯 自 回归 过 程 进 行 了 
估计 . 以 上 这 些 作者 考虑 的 都 是 极 大 似 然 估计 (MLE). 本 章 主要 是 由 最 小 二 乘 估 
计 (LS) 方法 来 讨论 线性 过 程 未 知 变 点 估计 的 极限 性 质 . 线性 过 程 的 LS 方法 是 由 
Bai (1994) 提出 来 的 . 这 个 方法 不 同 于 MLE, 无 须 对 模型 中 的 随机 误差 的 分 布 有 
特定 的 假设 ,而 且 计算 相对 简便 ，Bai (1994) 用 LS 方法 考虑 了 由 iid. 随机 变量 
序列 产生 的 线性 过 程 的 单 变 点 估计 .然而 对 相依 随机 变量 序列 变 点 的 研究 无 疑 
是 学 术 界 更 加 感 兴趣 的 问题 .第 二 节 就 是 考虑 在 相依 假设 下 线性 过 程 单 变 点 估 
计 的 极限 性 质 ， 在 两 方面 改进 了 Bai (1994) 的 结果 (i) 将 条 件 Eo jlaj| < ос 
减弱 到 757.6 |а; < оо, (ii) 在 更 多 的 相依 假设 下 用 LS 估计 得 到 了 类 似 的 极限 性 
JR. 许多 早期 的 努力 都 致力 于 单一 变 点 的 估计 . 相对 而 言 ， 涉 及 多 变 点 的 文献 则 
较 少 . 当 变 点 数目 未 知 时 多 变 点 问题 更 加 复杂 , 因此 更 少 的 文章 致力 于 此 问题 . 
许多 作者 只 考虑 独立 随机 变 其 序列 的 特殊 情况 . 特别 的 ，Yao (1988) 由 Schwarz 
准则 估计 了 独立 正 态 序列 均值 的 变 点 数目 . 但 是 近期 相依 观测 方面 的 研究 也 引起 
了 学 术 界 的 广泛 关注 . 例如 Bai (1994); Davis et al. (1995); Horvath (1993,1997); 
Picard (1985); Epps (1988) 以 及 Bai 和 Perron (1998) 等 ， 第 三 节 就 是 讨论 了 各 
种 相依 假设 下 线性 过 程 多 变 点 的 相合 性 以 及 相合 速度 当 变 点 数目 已 知 时 ， 主 
要 运用 了 Bai (1994) 提出 的 LS 方法 来 估计 变 点 .而 变 点 数目 未 知 的 情况 下 ， 则 
是 通过 惩罚 最 小 二 乘 方法 来 估计 的 . 此 方法 根据 惩罚 性 可 以 视 为 模型 选择 问题 
(参见 Schwarz (1978)). 利用 弱 或 强 不 变 原理 对 观测 序列 进行 逼近 检验 是 变 点 分 
析 中 一 种 很 重要 的 工具 . 当 弱 不 变 原理 成 立时 ， Horvath (2000) 讨论 了 变 点 估 
计 的 逼近 CUSUM 检验 ， 第 四 节 的 主要 目的 就 是 在 弱 不 变 原理 成 立 的 条 件 下 ， 
对 长 程 记忆 过 程 进行 均值 和 方差 的 基于 最 小 二 乘 残 差 的 逼近 CUSUM 检验 . 
值得 一 提 的 是 ， 本 书 所 涉及 的 关于 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 质 以 及 长 程 记 忆 
过 程 的 极限 性 质 的 课题 是 近 几 年 极限 理论 中 的 热门 课题 . 且 文 中 有 些 结果 所 需 
的 条 件 已 经 达到 与 独立 同 分 布 序列 相关 已 知 结果 对 等 的 程度 ， 如 第 二 章 中 的 关 
于 由 yp- 混合 、NA 序列 产生 的 线性 过 程 的 结论 大 多 达到 了 最 一 般 的 独立 情形 完 


4 


序 言 


全 对 等 的 程度 ， 而 所 加 条 件 在 独立 情形 时 是 充分 必要 的 ， 因 此 在 我 们 讨论 的 情 
形 中 , 这 些 条 件 也 是 不 可 减弱 的 ， 关 于 线性 过 程 的 条 件 也 是 一 般 性 的 . PATI, PR 
于 个 人 的 学 识 能 力 ， 文 中 仍 有 一 些 结果 还 没 达 到 最 佳 的 程度 . 
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Theory of Probability is a science of quantitatively studying regularity of ran- 
dom phenomena, which is extensively applied in natural science, technological sci- 
ence, social science and managerial science etc. Hence, it has been developing 
rapidly since 1930’s and many new branches have emerged from time to time. 
Limit Theory is one of the branches and also an important theoretical basis of 
science of Probability and Statistics. As stated in the classical book " Limit distri- 
butions for sums of independent random variables"(1949) by B.V.Gendenko and 
A.N.Kolmogrov, "The epistemological value of the theory of probability is revealed 
only by limit theorems. Without limit theorems it is impossible to understand the 
real content of the primary concept of all our sciences — the concept of probabil- 
ity." Classical limit theory is the signify achievement in the progress of Probability. 
The linear processes are the most representative model in time series. Studying 
various limiting properties of linear processes is one of orientations of the current 
study of Limit Theory. Some significant results of the linear processes about weak 
limit properties, strong limit properties and application in change-points problem 


have been reached through deep research in this dissertation. 


The linear processes are of special important in time series analysis and they 


arise in a wide variety of contexts. Applications to economics, engineering and 
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physical sciences are extremely broad and a vast amount of literature is devoted to 
the study of the limiting theorems for the linear processes under various condition 
on errors. For example, under the martingle difference assumption on error, under 
the strong mixing condition on error and under LPQD condition on error, the 
central limit theorem (CLT) and the functional central limit theorem (FCLT) of 
the linear processes are proved. Under some suitable conditions, other limiting 
results have been obtained for the linear processes. For example, Burton and 
Dehling (1990) have obtained a large deviation principle for the linear processes, 
Yang (1996) has established CLT and the law of the iterated logarithm (LIL), Li et 
al. (1992) and Zhang (1996) have obtained the results on the complete convergence 


etc. 


Some kinds of limiting properties of the linear processes under various de- 
pendence assumptions are discussed in this paper. As is known to all, everything 
has correlations between one another in the world. If we can properly describe 
these correlations by mathematics, we can analyze subjects accurately by the pre- 
cise tool- mathematics. Hence one can see that, the study on dependent random 
variables has momentous significance. In fact, the study on the limit properties of 
dependent random variables may be dated back to 1920's and 1930's. At that time, 
scholars such as Bernstein (1927), Hopf (1937) and Robbins (1948) had carried on 
studies on this topic. Till now, new kinds of dependent random variables and their 


corresponding conclusions have emerged in a endless stream. 


The first chapter presents a insightful discussion over the results about weak 
convergence of the linear processes. In the second section of this chapter, the 
stationary linear processes generated by asymptotically linear negative quadrant 
dependent (ALNQD) are considered, and the FCLT is obtained. The third section 
considers a more general linear process with dependent errors. It is shown that if 


the dependent errors satisfy a key inequality, the FCLT is also true. As a simple 
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application, the limit distribution of the statistics in testing the Unit-root process is 
obtained. The unit-root process is a important process in theory of econometrics. 
However, the error involved in many practical problems is usually a process rather 
than a simple real random variable. The forth section copes with such a linear 
process in question, which generated from a sequence of p-mixing processes, and 
obtains the weak convergence about the partial sums of this process, two parame- 


ters stochastic process and the random sum. 


The second and third chapters are about the strong limit properties of the 
linear processes, and the second one mainly considers the strong limit properties of 
the linear processes generated by two common dependent random variables. The 
results on this two chapters are related to the well-known complete convergence. 
Erdós (1949, 1950) and Spitzer (1956) have carried out the relevant research on the 
concept of the complete convergence, introduced first by Hsu and Robbins (1947), 
and later in the 1960's, Katz (1963) and Baum and Katz (1965) popularized the 


outcome and came to the following conclusion, Let 1 < p < 2, r 2 p, then 
ос n 
Sone) хы > en!) «oo є>0 
n=1 k=1 


holds, if and only if E| X, |" < оо, and, when r > 1, EX = 0. Davis (1968) proved: 


for any £ > 0, 


оо 


п 
> кепес Xl > e ynlogn) < оо. 
k=1 


n=1 

holds, if and only if EX; = 0 and EX? < ос. Bai et al.(1985) established a 
more general result on this topic. Subsequently followed by a variety of ways to 
popularize. Furthermore, Chen (1978) and Gut and Spataru (2000a) have studied 
the precise asymptotics of i.i.d. random variables in the Baum-Katz and Davis laws 
of large numbers as € \, 0 (Theorem 2.B). Some Chinese scholars have also studied 
the precise asymptotics. As to the linear processes, Zhang (1996) have obtained 


the result of the complete convergence in the form of Baum-Katz and Davis laws 
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(Theorem 2.A). However, the precise asymptotics results about the linear processes 
are very few. In section 2, chapter 2, the purpose is to show that the kind of precise 
asymptotics result such as Theorem 2.B also holds for the linear process under yp- 
mixing and NA dependence assumptions. On the other hand, it is well-known that 
LIL is a very propounding result in Probability Limit Theory. It is the precise 
phenomenon of the strong law of large numbers. Many scholars have always paid 
close attention to the study of LIL and a lot of classical conclusions have been 
drawn. Recently, Gut and Spătaru (2000b) published an article regarding the 
precise asymptotics in LIL of i.i.d. random variables (see Theorem 2.C). But few 
results for the precise asmyptotics in LIL about the linear processes are known. In 
Section 3, we shall prove that the kind of precise asymptotics result on LIL such 
as Theorem 2.C also holds for the linear process both under y-mixing and NA 
dependence assumptions. By replacing Vnloglogn by Vnlogn, this section also 
gives the result for the precise asymptotics on the law of the logarithm such as 


Theorem 2.D. 


The moment type convergence of the complete convergence was introduced 
first by Chow (1988), and this convergence of i.i.d. random variables was discussed 
(Theorem 2.E). Then Wang and Su (2002) established the moment convergence of 
ii.d. random elements on Banach space. In section 4, the moment convergence of 
the linear process under NA dependence assumption will be studied. Enlightened 
by Chow's result, Jiang (2004) discussed the precise asymptotics properties on 
moment convergence and LIL about i.i.d. random variables. Then, with the help 
of Jiang's research, we mainly consider whether the precise asymptotics on moment 
about the linear processes also hold in Chapter 3. In section 2, we obtain the result 
of the precise asymptotics on moment convergence for the linear processes of i.i.d. 
random variables. In section 3, the precise asymptotics on moment LIL is also 


studied. 
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The fourth chapter is on the applications of the linear processes in change-point 
problems. Generally speaking, change-point is “ the point which some quantities 
suddenly change in the models ", such a sudden change is usually a qualitative 
change of things, which is common but important in nature, society and various 
fields. Although, from the statistical viewpoint, the project of statistical analysis of 
change-points can not be considered the most developed, it is vital in many appli- 
cations. As a result, several effective ways to common problems are emerged, which 
is useful for the applications. Once a change point is properly located, the original 
model should be modified accordingly to provide better interpretation of data and 
more accurate forecasts. Therefore change point estimation plays a extremely ac- 
tive role in econometric modeling, and there are many articles about change-point 
problems in statistical and economic literature. As for all-around literature, we 
can turn to Csórgó and Horvath (1997). Among various issues, estimation of the 
single mean shift is no doubt a popular research topic, which arouses long-range at- 
tention in academic field. Sen and Srivastava (1975a, b), Hawkins (1977), Worsley 
(1979, 1986), James et al. (1987) and Srivastava and Worsley (1986) proposed tests 
for testing a shift in a sequence of normal means. Hinkley (1970), Bhattacharya 
(1987), Yao (1987) and many others considered the estimation of the shift point 
in a sequence of independent variables. For serially correlated data, Picard (1985) 
estimated a shift in Gaussian autoregressive process with a known order. These 
authors considered maximum likelihood estimation (MLE). This chapter discusses 
the least-square (LS) estimator of the unknown change-point in the linear process, 
which has been proposed by Bai (1994). Unlike the MLE, the LS method does not 
need to specify the underlying error distribution function and is computationally 
simple. The LS procedure also allows a broader specification of correlation struc- 
ture in the data than MLE can typically permit. Bai (1994) has considered a linear 


process of i.i.d. variables by the LS method. However, it is undoubtedly more in- 
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teresting to study change-points about dependent random variables. In section 
2, we consider the limit properties of the change-point estimation for the linear 
processes under dependence assumptions, and at the same time, Bai’s (1994) out- 
comes are improved from two aspects: (i) to weaken the condition Yo Лаз < oo 
to Ezo laj] < оо, (ii) similar limit properties are obtained under more depen- 
dence assumptions. Most early efforts have been devoted to the detection of a 
unique change-point. In comparison, less studies have been carried out on the 
issue of multiple structural changes in multiple changes. The problem is much 
more intricate when the number of changes is unknown, and only a few papers 
are published on this problem. Many people only consider the particular case of 
changes in a sequence of independent random variables. In particular, Yao (1988) 
estimated the number of jumps in an independent normal sequence via ‘Schwarz’ 
criterion. Some others also considered the problem of dependent data, for example, 
Bai (1994); Davis et al. (1995); Horváth (1993, 1997); Picard (1985); Epps (1988) 
and Bai and Perron (1998) and so on. In section 3, we discuss the consistency and 
the rate convergence of the multiple change-points estimation of the linear pro- 
cesses under various dependence assumptions. When the number of change-points 
is known, the configuration of change-points is estimated by LS method, which has 
been proposed by Bai (1994). When the number of changes is unknown, it is es- 
timated by using penalized least-squares approach. This method of change-points 
detection can be seen as a problem of model selection via penalization (see Schwarz 
(1978)). One of the key tools in change-point analysis is to make use of a weak (or 
strong) invariance principle for the observed sequence and to develop an asymp- 
totic test. Horvath (2000) derived asymptotic CUSUM tests for detecting changes 
of weak dependence processes for which a weak invariance principle is available. 
The main aim of the section 4 is to derive the asymptotic CUSUM tests (based on 


least squares residuals) for detecting changes in the mean or variance of a strong 
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dependence process such as a linear process with long memory. 


It should be pointed out that some subjects mentioned in this article, such 
as the precise asymptotics in LIL and the limit properties of the long memory 
processes, are hot topics in field of limit theorems. And we try our best to make 
each of our results as perfect as possible. For instance, in Chapter 2, the results 
on linear process are established under minimal conditions. These conditions are 
sufficient and necessary for partial sums of i.i.d. random variables. However, due 
to the limitation of academic ability, some results in the paper may not come to 


the optimality. 
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随机 变 基 

几乎 必然 

互相 独立 且 同 分 布 

随机 变 基 X 的 数学 期 望 

随机 变量 X 的 方差 

随机 变量 X 与 Y 的 协 方差 

随机 变 基 序 列 {X} 几 乎 必然 收敛 于 随机 变量 X 
随机 变 基 序列 {X} 依 概率 收敛 于 随机 变量 X 
随机 变量 序列 {X} 依 分 布 收敛 于 随机 变量 X 
测度 序列 {un} 弱 收敛 于 测度 / 

U 与 V 等 价 ， 即 UV 与 VY 有 相同 的 有 限 维 分 布 
集合 4 的 示 性 函数 


集合 4 中 元 素 的 个 数 
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1+ 

N 

an = O(bn) 
an = o(bn) 
[а] ,а>0 

С 

{W(t);t 2 0) 
logn 


loglogn 


实数 集 

整数 集 

非 负 整数 集 

正 整数 集 

lim sup an/bn < co 

oi n/n =0 

表示 不 大 于 a 的 整数 

仅 表 示 一 个 正常 数 ， 其 值 在 上 下 文中 可 以 不 同 
表示 一 个 标准 Wiener 过 程 

logn = log(n V e) 


loglogn = log log(n V е°) 
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第 一 章 “线性 过 程 的 弱 收 敛 定理 


第 一 节 引言 


4 {Xut e Zt) 为 定义 在 概率 空间 (Q, Z, P) 上 的 平稳 线性 过 程 ， 其 形式 和 
定义 如 下 : 


Xe = Dajet-s, (1.1.1) 
j=0 


其 中 (ај € Z* 为 一 实数 序列 ， 满 足 > |ау| < оо, (est € Z+} 为 一 平稳 的 随 
j=0 


机 变量 序列 ， 满 足 Ee: = 0, 0 < Ee? < oc. 


线性 过 程 在 时 间 序 列 分 析 中 具有 非常 重要 的 地 位 ， 有 大 基文 献 都 讨论 了 线 
性 过 程 的 各 种 性 质 , 它 对 于 经 济 , 工程 及 物理 学 科 都 有 着 极其 广泛 的 应 用 . 因此 
很 多 学 者 致力 于 研究 e, 满足 不 同 条 件 时 线性 过 程 的 极限 定理 . 例如 当 et HM 
随机 变量 序列 (Fakhre-Zakeri(1997)), e, 为 强 混合 随机 变量 序列 (Birkel (1993)) 
以 及 st 在 线性 坐标 正 相依 (LPQD) 条 件 限制 下 (Tae-Sung (2001)), 已 经 得 到 了 
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相应 的 X, 的 中 心 极限 定理 (CLT) 和 泛 函 中 心 极限 定理 (FCLT). 因此 本 章 第 二 
节 就 主要 讨论 了 由 渐 近 线性 坐标 负 相依 随机 变量 序列 (est € Z+) 产生 的 形 如 
(1.1.1) 式 的 平稳 线性 过 程 ， 获 得 了 一 个 泛 函 中 心 极限 定理 . 这 在 相应 的 时 间 序 
列 分 析 中 具有 十 分 重要 的 实际 意义 . 第 三 节 则 是 证 明了 只 要 满足 其 中 一 个 关键 
的 不 等 式 ， (ente Z*) 在 很 多 种 相依 条 件 的 假设 下 ,都 可 使 与 第 二 节 相 同 的 泛 
函 中 心 极限 定理 成 立 ， 并 且 第 三 节 还 叙述 了 一 个 简单 应 用 ， 就 是 将 此 结果 应 用 
于 计量 经 济 中 一 种 很 常用 过 程 一 单位 根 过 程 检 验 中 统计 量 的 极限 分 布 . 


但 往往 在 许多 实际 问题 中 ， =; 不 是 一 个 简单 的 实 值 随 机 变量 ， 常 常 是 一 个 
过 程 e; (t). 定义 由 随机 过 程序 列 产生 的 线性 模型 形式 如 下 : 


° 
X4 = Уа), 0«t«1, (1.1.2) 


j=0 


其 中 {Qj;j > 0} 为 一 实数 序列 满足 > |ау| < oo, {ek(D;0 < t < 12, 为 一 列 随 
j-0 

机 过 程 ， 满 足 ， 

(i) Vk > lek(0) = 0; 

(ii)Vk > 1,0 < t <1, Ee (t) = 0. 


记 部 分 和 Sn(t) = У) Xk(t), 对 任意 的 n > 1, 再 定义 随机 过 程 


k=1 


1 


[na] 
Y) = Shl) = Fe Ault), OS st. (1.1.3) 
k=1 


所 以 本 章 的 第 四 节 讨论 的 是 一 列 由 p— 混合 的 过 程序 列 {ej(t);0 < t < 112, 
产生 的 线性 过 程 Xe(t) = J ajer- (t), 得 到 了 部 分 和 Sn (t) = Y Xk(t) 的 弱 收 伍 
j-0 k=1 


Ins] 

性 、 两 参数 随机 过 程 Yi,(s,i) = m Y Xi (t) РЕСЕ ЕР X RESLE HAT S, (f) 
k=1 

й. 
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第 二 节 ”由 渐 近 线性 坐标 负 相 依 产生 的 
平稳 线性 过 程 的 弱 收 敛 


81.2.1 ”介绍 及 主要 结果 


在 本 节 及 下 节 中 , 我 们 主要 讨论 了 形 如 (1.1.1) 式 的 平稳 线性 过 程 的 泛 函 中 心 
极限 定理 , 本 节 中 讨论 了 由 Zhang (2000a) 提出 的 一 种 新 的 相依 随机 变量 定义 ， 
被 称 为 渐 近 线性 坐标 负 相依 (简称 ALNQD), 此 种 相依 变量 要 比 线性 坐标 负 相依 
(LNQD) 和 p*- 混合 随机 变量 弱 (定义 参见 Bradley (1993) 和 Peligrad (1996)). 

4 C 为 一 函数 族 ， 其 中 函数 f(z1,72,…,2j) : Ri 一 RG > 1) 关于 两 两 坐 
标 单调 不 减 ， 对 于 随机 变量 X ALY, 定义 


as Cov(/(X), 9(¥)) 
РОУ) = OV sup ысуу Varg (Y) 


其 中 sup 取 遍 所 有 的 f, g € C EWE E[f(z)]? < оо 和 Elg(Y)]? < co. 对 任意 不 
相交 的 子 集合 5,T CN, 定义 


p (S,T) =sup{p (X,Y): X € F(S), Y € F(T)}, 


其 中 F(S) ={ Y areri 对 有 限 多 个 大 满足 ak > 0 且 ak £0}, F(T) 定义 
kes 
类 似 . 


定义 1.2.1 如 果 满 足 当 r+ 一 oo 时 p-(r)= sup{p-(S,T);dist(S,T)>7, 5,Тс 


3 


线性 过 程 的 若干 极限 理论 及 其 应 用 


N LAIR }— 0, 那么 随机 变量 序列 (еске Z+) 被 称 为 渐 近 线性 坐标 负 
相依 (ALNQD). 


Zhang (2000а, b) 分 别 得 到 了 关于 ALNQD 随机 变量 的 CLT 和 FCLT. 


定理 1.A (参见 Zhang(2000a)) Ж {ek;kE€ Zt) 为 ALNQD 随机 变量 序 
列 ， 满 足 Ec, = 0, Eeg < co. А 6, = $55, c2. = Var£,. 假设 


k=1 
G) u(r) = sup У) Соу(е, єк) — 0 (r + œ) Kull) < oo, 其 中 
Ë -kl>r 
Cov(,) 表示 (Cov( ))7; 
(ii) lim inf. n^lo2 > 0; 


(ii) sup E|ek|?*5 < oo 对 某 个 6 > 0 成 立 . 
кє2+ 


那么 & ® N(0,1) Š n> oo 时 成 立 ， 


定理 1.B (参见 Zhang(2000b)) # {ex;k € Z+) A ALNQD 随机 变量 序 
Pj, WX. Ec, = 0, Ее? < oo. А Z,(u) = од), HP 02 de & EX 3E LA 
中 的 定义 相同 ， 假 设 满足 定理 LA 中 的 条 件 (i) ~ (iii) fe: 

(iv) lim X E 对 任意 的 上 EN 成 立 . 
AZ поо, ZW 成 立 , 其 中 (W(u);u € [0,1]} 为 一 标准 Weiner 
uu. 

令 Sn = Yx, X, 如 (11.1) Йй, P= оуу, 其 中 o? = Bel + 

j=0 


t=1 


25 Beyer. 定义 对 任意 的 n > 1, 随机 过 程 为 


t=2 


Walt) =n?! Smu we [0,1]. (1.2.1) 


第 一 章 «ияне кил» 


本 节 得 到 了 关于 过 程 (1.2.1) 的 一 个 泛 函 中 心 极限 定理 . 


定理 1.2.1 令 (X,;t € Z*) 为 一 平稳 的 形 如 (1.1.1) 式 的 线性 过 程 ， 其 中 
{ajj € Zt) 为 一 实数 序列 满足 Y la;| < co 以 及 (est € Z*) 为 一 平稳 的 


j=0 


ALNQD 随机 变量 序列 满足 Ec, = 0, 0 < Ee? < co. 假设 


oc оо 
D (Es) <œ, 0<02 = Ec + 23 Eevee < оо, (1.2.2) 
t=2 t=2 
对 某 个 r>2, 有 
sup E|ei|" < оо. (1.2.3) 


那么 形 如 (1.2.1) 式 的 过 程 (W,(u);u € [0,1]} 服从 FCLT, Вр W, = W (n> 
oo), 其 中 (W(u);u € [0,1]] 为 一 标准 的 Wiener 过 程 . 


推论 1.2.1 令 {Xut € Z+} 为 形 如 (1.1.1) 式 的 平稳 的 线性 过 程 ， 其 中 

{aj;j € Z*) 为 一 实数 序列 满足 Daj] < oo 以 及 (este Zt) 为 一 平稳 的 
j=0 

LNQD 或 者 p- 混合 的 随机 变量 序列 满足 Ee = 0, 0 < Ec < оо. 如 果 

满足 定理 的 条 件 (1.2.2) 和 (1.2.3), 那么 形 如 (1.2.1) 式 的 过 程 (W, (u);u € 

(0, 1]} 服从 FCLT. 


81.22 。” 引 理 及 其 证 明 


引 理 1.2.1 令 (est € Z+} 为 一 平稳 的 4ALNQD 随 机 变量 序列 满足 Eet = 0, 

0 < Ee? < оо. 假设 sup Elet < oo 对 于 某 个 6>0 成 立 . 那么 存在 r>2 
teZ+ 

以 及 不 依赖 于 的 常数 В, = B(r) 满足 对 任意 的 n>1 有 


25s r) < 5 т 
EC шах, lei +-+ Ekl”) < Brn max, Flex! š (1.2.4) 
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证 明 ”此 引 理 的 证 明 已 在 Zhang (2000a) 的 引 理 3.4 中 给 出 ， 这 里 不 再 重复 . 


引 理 1.2.2 4 (este Z+} 为 一 平稳 的 ALNQD 随机 变量 序列 满足 Pas =0, 


0< Ee? < co. 定义 X, = S de) S, -Èx Ў, = Loe n= DF 


ј=0 


其 中 {aj;j € Zt) 为 一 常数 序列 ， 满 足 Уюл < oc. 假设 对 某 个 ó > 


j=0 
0, sup E|e,|2 < oo MB, UR 
162+ 
оо 
0 <0? = Ec +2 у Beier < оо. (1.2.5) 
t=2 
那么 
n73 шах |$ — Sk| È 0. (1.2.6) 
1<k<n 


证 明 ”首先 将 S, 分 成 两 部 分 ， 有 


, kk оо 
S = ух, = > (> ayer 
[eri t=1 j=0 


k k-t 


k oo 
= VMalet+ У aja 


t=1 j-0 t=1 j=k—t+1 


k t-l 


= Fe) + aj)et. 


t=1 j=0 t=1 j-k-t4l 
这 样 А А 
8-5. = – Уа) +УК Y, aja S140. 
t=1 j=t t=1 j=k—t+1 


现在 需要 证 明 


= 
nÈ max Ш £o (1.2.7) 


以 及 


n^i max jm 50. (1.2.8) 
1<k<: 


第 一 章 线性 过 程 的 弱 收 效 定 理 


首先 ,对 于 > > 2 有 


k о jAk 


E 
n 3E max 36:31" = n^ 5E max j&-jl 
EDD ta =s I 3 


IN 


1<k<n 


оо j^k 
n^É( Ia; E max | > esl}? (由 Minkowski 不 等 式 得 ) 
j=l t=1 


IN 


n7i(Y lajBEG лп) ( max Elexl")*}" (由 引 理 1.2.1 得 ) 
j=l 


1<k<n 


A 


C( la; BF (G ^ )/m)) , 
j=1 


(由 假设 对 某 个 5 > 0, 有 sup Elet|?15 < oo, 得 到 max Elek|" < C, 
tez* 1<k<n 


其 中 C 为 一 常数 ) 


= o). (由 控制 收敛 定 理 得 ) 


k оо 


对 任意 的 ec > 0, P(n? max Ш> є) < ETa EE 15 2o simal" = o(1). 
因此 由 Markov 不 等 式 立 即 可 证 得 (1.2.7) 式 . 
为 了 证 明 (1.2.8) R, ЖП 分 为 两 部 分 II=IIk ID, 其 中 IL, = ae + 


az(Ek 十 Ek-1) 十 … 十 ak(Ek 十 … 十 El) ШЖ Пк, = (asi ak d )(Ek 4-61), 
并 且 令 {pn} 为 一 正 整数 序列 满足 


1 j=t 


Pn — 00, m —0, поо. (1.2.9) 


那么 


со 

n 

i I « ( il) >$ "m 

n5 max iel < У)" Bax ler+ + exl 
= 


+( 7 laj)n 3 max lei e] ё I+IV. 


4 1<Е<һ 
ј>рһ < 
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由 引 理 1.2.1 及 (1.2.9) 式 ， 对 于 7 > 2 和 常数 Bi, 
(Y lal) ^55 max latte < (Xia) BE)! max Бе, 


1<k<pp 
j=0 ANSE 


< (м) в, (2 һу = 001), 


对 任意 的 = > 0, 
Р(Ш>є) < e( > 1) = max |є1::· + ек|" = 0(1). 
= 1€kp, 


由 Markov 不 等 式 ， 可 得 WI 0. 类 似 地 ， 由 假设 > |а|< oo 对 于 > > 2 及 党 


p] 
数 Ba, 


(X lal) n75E max fer ++ +e < (> lai) B> max Eje." 


j>Pn j>pn asker 
< ов У юл) = 00). 
ј>рһ 
则 由 Markov 不 等 式 ， 同 样 可 得 IV 0， 因 此 证 得 n? max el ^ 0. 最 
后 只 需 证 明 Ln = 772 Bax, Tg, | ® 0. 对 每 个 m > 1, 定义 Ikim = єк 十 
ba(ek + Єк-1) ++ Ба en +++ єз), er k < m 时 bk = ак, 否则 bk = 0, & 
Lam =n? Bex, [Was „|. 那么 对 每 个 m > 1, 


Lnm < 774 (lalt +++ + lami) +-+ lem) 20, по, — (1240) 


k 
[Lam — L | < 73 mes, | ote = b;)(Ek + +++ ер) |. 


那么 
k 0, k<m, 
|У = Ы) (6. 十 … 十 — = k 
= | У ai(sk 十 … 十 Ek-i+1)|， 否则， 
і=т+1 


第 一 章 Heuer 


因此 
k 
n" max | У —bi)(ex ++ е) 
k 
< ni maken ( К > laillex + Heil) 


і=т+1 


k 
< a Г wee М 
< name, 25 ul mx cse] 
“з 


A 


i 
iY max max Te Ed [4 tes + epg 
n 一 lai] chen пах (ler єк + 11 Ek-it1|) 


^ 


Š (i n m«k£n т<і ) 
n J a. max |= +::: +=. + max max + begs 
Е lel «k& lei xl <k<nm<ü Аш feed 


A 


ni ai (max E: ... e ) 
У imax, ler + + en) + max er +++ erl 


фт 


2n-À ТЯ 
У lod max. lei el. 
>т 


所 以 由 Markov 不 等 式 ， 对 于 任意 的 < > 0, 


lim lim sup P(|Ln,m — Ln| > €) 
m—9o nm 一 oo 


< lim 27е" ^u -r/2 PRA 
< im 2'e (Xi) ,lim вирт Е max ei 十 ek| 
i =r lor à 
< Hs dime (Xtal) max, Бє" (由 引 理 1.2.1 得 ) 
E 
= 0 (由 假设 》 |ai| < co 得 ). (1.2.11) 
j=0 


根据 (1.2.10),(1.2.11) 式 , 再 由 Billingsley (1968, p.25) 中 的 定理 4.2, 可 得 Ln ^ о. 
这 样 就 证 明了 n"? max Щ ^ 0. 此 引 理 证 明 完 毕 . 


引 理 1.2.3 4 (este Z+} 为 一 平稳 的 ALNQD 随 机 变量 序列 满足 Ee, = 0, 


0 < Ee? < oc. 假设 》(Eeiet)” < 00,0 < o? = Ee} +2 у | Beier < oo, 以 及 
t=2 t=2 
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对 某 个 5> 0, sup Ele? «oo 成立 . 定义 2.(и) =n Vo Ein, u € [0,1], 
其 中 6 如 定理 1.4 中 定义 . ЖА, 3 n— oo Н, Z,= W 成立， 其 中 
(W(u);u € [0,1]] 为 一 标准 Wiener 过 程 . 


证 明 ”由 平稳 性 ， ES = пЕе2 +29 (n+1- k)Eeicr BA 


k=2 


3. E "e 
?-rEG|«2 У) |Enek t = 2 2 Етен — O(n o9). 
k=n+1 i=2 k=i 


得 BE /n > о? (n — оо), Bl o3/n — 0? (n — oo) РАЖ 02, /nk — о? (n — оо, 


Жер ke м). 类似 地 ， 由 平稳 性 ， 


u(r) = sup У Cov(ei,sk) = > Cov(é1,€;)~ = > (Beie;), 


k р>" lj-il2r lj-i2r 


ul)= У) (Ens) = Y Ene). 


lj-i21 j=2 


因此 ， 如 果 条 件 六 eeeo- < oo 满足 ， 那 么 定理 LB 中 的 条 件 (i) ~ (iv) 都 满 
t=2 

Е. 

所 以 ， 此 引 理 的 结论 成 立 ， 即 Zalu) = п 1/2006 => W (п — оо). 


81.2.3 ”定理 的 证 明 . 
定理 1.1.1 的 证 明 ”如 引 理 1.2.2, 4 X; — Y ауе, Sn = > X, = (Уа): 
j=0 t=1 j=0 
(Cra е), 那么 


EX? 425 ER X, - (е) =12 «o, 
t=2 


j=0 


Z 2465 = 24-6 29 246 sa 
sup E|Xi| = sup B|(a5)e¢| < (> lal) sup E|e,|2*5 < oo. 
: 
j-0 j-0 
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因为 X, 为 平稳 ALNQD 随机 变量 序列 ， 那 么 {Xut c Z+) 满足 引 理 1.2.3 的 条 
ff. 因此 过 程 {Wr (u); и € [0,1]) 服从 定理 的 结论 ,其 中 W, (u) 与 (1.2.1) RER 
相同 ， 只 是 其 中 Sn 用 S, 代替 .而 根据 引 理 1.2.2, 


sup |Wn(u) —W,(u)| ^ 0, 
ue[0,1] 


因此 过 程 Wn (u) 也 服从 定理 的 结论 . 
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第 三 节 由 其 他 相依 序列 产生 的 平稳 线 
性 过 程 的 弱 收 敛 及 应 用 


81.3.1 ”其 他 相依 假设 下 线性 过 程 的 泛 函 中 心 极 限定 理 


从 第 二 节 的 证 明 可 以 看 出 ,定理 的 证 明 关键 在 于 引 理 1.2.2 的 证 明 ， 而 引 理 
1.2.2 的 证 明 关键 则 是 引 理 1.2.1 的 不 等 式 (1.2.4). 于 是 注意 到 ,不 等 式 (1.2.4) 特 
别 地 有 ， 


E( шах |ém+i 8l) S Cn, Vn 2 1,m 20 (1.3.1) 
1<k<n 


假设 {ent € Zt) 为 一 平稳 随机 变量 序列 满足 Еє, = 0, 0 < Be? < oo 以 及 
条 件 (1.2.5). 那么 我 们 发 现 只 要 在 引 理 1.2.2 的 证 明 中 取 r = 2, 并 且 保 证 不 等 式 
(1.3.1) 以 及 (est € Z+) 的 弱 收敛 Í 

(Ts) 
т У), > oB(s) (1.3.2) 


peri 


成 立 ， 就 有 以 下 定理 . 


定理 1.3.1 {Xut E Z*) 为 形 如 (1.1.1) 式 的 平稳 的 线性 过 程 ， 其 中 (aij c 
Z*) 为 一 实数 序列 满足 Y laj| < ос. 假设 (et e Zt) 为 一 平稳 随机 变 
j=0 
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量 序列 满足 Бє, = 0, 0 < Ee? < oo 以 及 条 件 (1.2.5), 那么 定理 1.2.1 是 正 
确 的 ， 当 且 仅 当 以 下 假设 之 一 成 立 : 
(i) {est € Z+) 为 一 鞭 差 序列 . 


(ii) (est € Z*) 为 一 p- 混合 (Ko 混合) 随机 变量 序列 ， 满 足 
» IT Xen <) 


[st 


(iii) (eit € Z+) 为 一 a- 混合 随机 变量 序列 ， 满 足 对 某 些 5 > 0 和 


PES 252, 有 Б\е12+5 < oo 以 及 a(n) = O(n). 


(iv) (este Z+} 为 一 负 相 伴随 机 变量 序列 . 
(у) (eut € Z+) 为 一 正 相伴 随机 变量 序列 . 


证 明 ”只 需要 分 别 验 证 序列 (i)-(v) 都 满足 条 件 (1.3.1) 和 (1.3.2). (1) 容易 证 明 . 
Gi) 首先 注意 到 p(n) < і (п). 然后 参考 Shao (1989) 和 Shao (1995) 可 以 分 别 
得 到 条 件 (1.3.1) 和 (1.3.2). (iv) 我 们 参考 Su et al. (1997) BPAY. (iii) Herrndorf 
(1984, 1985) 已 经 建立 了 结果 3.2). 然后 由 shao 和 Yu (1996) 的 定理 4.1, 若 对 
T2«p«r&oo UK 02 一 一 一 ,有 

元 = 2r =p)’ 


EY Leon < S Kn? max (Eleccn|)*, Yn >1,m>1 
i=1 


以 及 再 由 Móricz (1982) 中 的 一 个 定理 ， 


PSK në Е. > 
Е max lem4i +: Бета] < K n тах (Elei+ml") ‚ Уп>1,т>1. 


现在 我 们 选择 > = 2 + ó, 以 及 p 足够 接近 2 满足 9 > 


pr 2 十 6 
Xr-»^ 5 "4 


2 
E max emi + ::: + Emel? S (E max |ey,+1i +: Ет?) < Cn. 
k<n k<n 


这 样 (1.3.1) 证 明 完毕 ， (v) Newman 和 Wright (1981) 的 文章 中 可 以 找到 (1.3.2) 
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的 结果 .同样 地 ， 他 们 还 建立 了 以 下 的 不 等 式 
Emax(ei Tee) < 2Е(є e)". 
非常 显然 


n-l n 
Eley +: +e8a)2 = nEe?+2 Соу(є;, Ej 
1 j 
ici ј= 


n © 
< пЕєї+2 у D Cov(es,e;) S 2no2. 
i=1 j=2 
那么 马上 就 有 


Emax(Em41::: +£m+k)2 = Етшах(єү.+++ + єк)? < 4no?. 
ken k€n 


(1.3.1) 证 明 完毕 . 


51.32 ”应 用 


定理 1.2.1 这 样 的 弱 收 敛 定理 对 于 得 到 计量 经 济 中 一 些 重 要 统计 基 的 极限 分 
布 起 着 非常 关键 的 作用 ， 比 如 它 可 以 应 用 于 一 种 很 常用 的 过 程 一 单位 根 过 程 检 
验 中 统计 基 的 极限 分 布 


REMY PME {и}: 
и=ора+Х tbh. (1.3.3) 
其 中 yo 以 概率 一 为 一 常数 . a 的 最 小 二 乘 估计 为 : 
Gn 一 Уни (1.3.4) 


为 了 检验 o = 1 对 o <1, 最 关键 的 一 步 就 是 要 得 到 以 下 DF(Dickey-Feller) 检验 
统计 量 的 极限 分 布 ， 


ма 0) {Euu и) Улы}. (135) 
t=1 t=1 
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Phillips (1987) 和 Wang 等 (2002) 得 到 了 当 {Х,} 为 由 iid. 随机 变量 序列 产生 


的 线性 过 程 在 一 定 条 件 下 п(д„ — 1) 的 极限 分 布 ， 而 由 定理 1.3.1, 我 们 还 是 可 以 


得 到 相同 的 结果 . 


定理 1.3.2 Dt e Zt) 为 形 如 (1.1.1) 式 的 平稳 线性 过 程 ， 其 中 {aje 
Z*) 为 一 实数 序列 满足 Xem 假设 {ext € Z7) 为 一 平稳 随机 变 


量 序列 满足 Ее, = 0, 0 < ed < оо ИА #1} (1.2.5), 那么 如 果 满 足 定理 


1.3.1 中 (i)-(v) 的 任意 一 个 条 件 ， 当 n 一 oo 时 ， 我 们 有 
oo x 
(a) = У. > И! W(r)?dr; 
(b) 33 ulu ei) = (72/20)? — я); 
t=1 
1 
©) ма - 1) > WO -9/2 Í Wear; 
(d) а = 1(P); 


(е) ta => 47? (way 一 waf W(rar/?). 其 中 


E " 
y= Y dea = 15u- si) sto = (》 1) lân 
t=1 


k=0 j=0 n i 


此 证 明 与 Philips (1987) 的 定理 2 证 明 相 似 ， 在 误差 为 NA JF. 


(2003) 得 到 了 与 定理 1.3.2 类 似 的 结果 . 
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第 一 章 线性 过 程 的 弱 收 敛 定理 


SO ”由 随机 过 程序 列 产生 的 线性 过 
程 部 分 和 的 弱 收 敛 


81.4.1 引言 及 主要 结果 


线性 过 程 Xk = X -j 在 时 间 序列 分 析 中 非常 重要 ， 它 被 广泛 地 应 用 于 
经 济 、 工程 以及 物理 各 个 学 科 中 ， 对 于 此 类 线性 过 程 已 经 得 到 了 很 多 的 极限 结 
果 ， 参 见 Fakhre-Zakeri (1997) 及 Tae-Sung (2001). 在 许多 实际 问题 中 ， si 不 是 
一 个 简单 的 实 值 随 机 变量 ， 而 常常 是 一 个 过 程 sj (1). 本 节 讨论 的 是 一 列 广 混 合 
的 过 程序 列 {ei(b);0 < t < тро, 产生 的 线性 过 程 Xk(t) = Savers ) 得 到 了 
部 分 和 Sn(b) = Уб 的 弱 收 敛 性 、 两 参数 随机 过 程 Y,(s,t) = X 
BUB AME DUE RES RR Sw, (t) 的 弱 收 全 

定义 由 随机 过 程序 列 产生 的 线性 模型 形式 如 (1.1.2), 记 部 分 和 Sn(b) = 
X(t), 对 任意 的 n 2 1 再 定义 随机 过 程 形式 如 (1.1.3). 


Lin 和 Li (2002) 将 随机 变量 序列 的 混合 性 概念 推广 到 了 随机 过 程序 列 上 . 


м: 


F 
i 


定义 1.1( 参 见 Lin 和 Li (2002) ” 称 随 机 过 程序 列 {X(t),t > 0}, k = 
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1,2,…， 是 p- 混合 的 ， 如 果 当 n 一 oo 时 


|EXY -EXEY| | 
p(n) Ê sup sup 
k21 Xe£a( FP), Yezs(755,)  VVarXVarY | 


其 中 Fi = o{Xi(),a < k < b,t > 0), c) HMA Z TRAY 2 MATR 
的 随机 变量 集 . 


在 独立 不 同 分 布 的 情形 , 郑 祖 康 (1999) 首先 讨论 了 Fi > єкї) б. 
k=1 


Lin 和 Li (2002) 改进 了 他 们 的 结果 并 讨论 了 广 混合 随机 过 程序 列 的 弱 收敛 性 ， 
证 明了 下 列 定理 . 


定理 1.C H {ex(t0<t< IE, 为 一 列 p- 混合 随机 过 程 ， 满 足以 下 条 
TF. 


(i) Wk > 1,6(0) = 
(ii) Vk > 1,0 < t < 1, Eek(t) = 0; 


(iii) Va,b € R( 其 中 至 少 一 数 不 为 0) Vs,t e [0,1]，3 正极 限 
ола) Š Jim L Y Blace(s) + (0)? > 0; 
k=1 


(iv) 35 > 0 和 不 减 连续 函数 u(-)(u(0) = 0),3C > 0, 使 得 当 s.t e [0,1] 
时 有 


sup Elex(t) — ex(s))*¥ < Clu(t) 一 w+ 多 
21 


(у) Spl") < oo 


k=1 


则 meo BSc ST Ж Gauss 过 程 . 
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本 节 的 目的 之 一 ， 在 于 讨论 关于 (1.1.2) 所 示 的 线性 过 程 的 类 似 极 限定 理 ， 
目的 之 二 在 于 讨论 随机 足 标 和 的 中 心 极限 定理 与 弱 收敛 性 ， 我 们 得 到 了 更 一 般 
的 结论 . 

若 假设 线性 模型 (1.1.2) 中 {ek(t);0 < t < 1) 0—91 р- 混合 随机 过 程 ， 
并 且 满 足 定理 1.C 中 的 条 件 (i) (v), 则 对 于 线性 模型 的 部 分 和 5, (t) 可 以 证 明 如 
TAKIE. 


定理 1.4.1 设 线性 过 程 (X,(t };0<<1}®, 形 如 (1.12) A, 其 中 (asi? 
0} 为 实数 序列 满足 Xem {ex(t);0 < t < 1), 为 一 列 p- 混合 随机 


过 程 ， 且 满足 定理 1. .中 的 条 件 ()-(v), АТ P SIL (t) 弱 收敛 于 某 Gauss 过 
#2 Git). 


为 了 得 到 随机 足 标 和 的 极限 定理 ， 我 们 需要 讨论 (1.1.3) 所 示 的 两 参数 过 程 
Yn(s,t) 的 弱 收敛， 


定理 1.4.2 设 随 机 过 程 Y,(s,t) 形 如 (1.1.3) A, Æ (X,.(0):0 < t 1g, A 
形 如 (1.1.2) 式 的 线性 过 程 ,其 中 {aj;j > 0} 为 实数 序列 满足 Уа < co, 


j-0 


{ex(t)0<t< 2, 为 一 列 p- 混合 随机 过 程 ， 且 满足 定理 IC 中 的 条 件 
()-(v), 则 ¥n(s,t) 弱 收 敛 于 某 两 参数 Gauss 4 G(s, t). 


定理 1.4.3 WM AIA Y, (sit) 形 如 (1.1.3) A, Æ (X,.();0 < t < UR, A 
形 如 (1.1.2) AMR, 其 中 (а) 2 0) 为 实数 序列 满足 》 laj| < oo, 


j=0 
fex(t);0<t<1}2, 为 一 列 p- 混 合 随机 过 程 ， ж № 2,0, ЖФ 0 9j — E 09 
随机 变量 ， a, 为 趋向 于 无 穷 的 常数 序列 ， 且 Y. (s,t) 满足 定理 1.0 中 的 
Ф (i)-(v), 则 Yn, (8,0) KATRA 1.4.2 中 所 示 的 Gauss 过 程 G(s,t). 


特别 地 ， Sy, 0) BRATE 141 中 所 示 的 Gauss HERE CO). 


线性 过 程 的 若干 极限 理论 及 其 应 用 


注 1.4.1 HR ao = 1,0; = 0,j 40, MA Xk(t) = clt) RAB 1.C 是 我 们 
的 特例 ， 并 且 由 定理 113: 7^ ө, ө 为 一 正 的 随机 变量 ， 则 在 定理 


Na 
1.0 的 条 件 下 ， Pe BRAFH— Gauss 过 程 ， 


81.4.2 EH 1.4.1 的 证 明 


为 了 证 明定 理 1.4.1, 我 们 需要 定义 另 一 种 形式 的 线性 过 程 : 


Kilt) = Y ael), 0<1<1, (1.4.1) 
j-0 


其 中 {ау} > 0) 和 {ex(t);0 < t < 1)g2, 85 0.12) 中 的 Xe (t) 定义 相同 . 


3]8 1.41 H {Xk(t);0 <t < 1} 和 ;为 一 列 形 如 (1.1.2) 式 的 线性 过 程 ， 
(X,.(D);0 < t < 1), 为 一 列 形 如 (14.1) 式 的 线性 过 程 ， 其 中 (2520) 
为 实数 序列 满足 》 |ау| < оо, {ex(t);0 < t < 14 29 — 9139 MARY p- 


j=0 


混合 随机 过 程 ， 且 满足 定理 1.0 中 的 条 件 (у). 记 Salt) = Ys). А] 
k=1 


1 = 
Jm up, max, [8:0 — 50601 Бо (no) (1.4.2) 


为 了 证 明 引 理 1.4.1 我 们 需要 下 列 引 理 . 
引 理 1.4.2( 参 见 陆 传 荣 (1997)) H {Xk;k > 1) 为 一 p- 混合 的 随机 变 


量 序列 ， 对 任意 的 к, ЕХ, = 0, шах EXR < co, 其 中 a > 0, 假设 
УС oleh) < оо, 则 存在 常数 Bora > 0 使 得 


k=1 
E\ Ух," < Basan? 》 Е|Х|?*°, (1.4.3) 
k=1 k=1 
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2+a В: 2+a 
К)»: < Boyan ex E|X,| (1.4.4) 


令 (&(0,k = 12,…} 为 一 随机 过 程序 列 ， Si(t) = Elt) 6 (0), 对 于 
AA ER t, 记 Mm(t) = maxigk<m 15S;(D)| 


引 理 1.4.3 对 任意 的 Y>0 及 au>1l, 若 存在 非 负 常数 wi,u2,…,um,vA>0 
满足 
P{sup|$;() — Si(t)| >A} < x У) ш)",0<і<ј<т, 


i<lgj 


Kya 
AT 


P{sup Mm(t) > A} < 
t 


其 中 К, 为 仅 依 赖 于 Y 和 a 的 常数 ， 


证 明 ”参照 文献 Billingsley (1968) 中 定理 12.2 的 证 明 方法 可 以 得 证 . 


引 理 1.4.1 的 证 明 令 2,0) = 8,00) 一 Sk(t), WV Zk(t) — Ze(s) = (S(t) 一 
Sk(t)) — (Sk(s) — Sk(s)). 而 


Sk(t) = ERO = у: вде 


ucl j=0 


k к-а 


- YXY a dealt) + YX Y ajel) 


u=1 j=0 u-l j=k—u+1 


= EE us 49) YX У) a0 


u-l j=0 ш=1 j=k—u+1 
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k со k oo 
WA 5,00) – $40 = – 9 (a si) + 3C Y, aeut), 
u=] j=u u-l j=k—u+1 
k oc k oo 
Z(t) — CDs) +0 Y] aeut) 
u=1 j=u u=] j=k—u+1 
k °° k oo 
-(C uec) У) oenl) 
u=] j=u u-l jek-u4l 


k оо 
=} 二， eu) 一 Eu(s)) 一 Tynes — и-3(8)). 


j=k u=lj=u 


由 cr 不 等 式 


1<k<n 


E max IR CO — Z.(s))P** 


k ос 
= Е max | AM, >, ai)(eu(b 一 cu(s)) 


k оо 
ж? > > j (eu; (t) — єн-у(в))|°** 


< СЕ max хэ Ya (ew (t) 一 cu(s))12+5 


ucl j=k—ut1 


+E ps ls al 00) — éu-s(8))P**) 


二 全 
全 CAE max [IPH +E max 3+). (1.4.5) 

WTA Im + In, HA Ekls, t) = erlt) — ex(s), 其 中 

in = ж=®Ф® t) + a2(&(s,t) + 218,0) +-+- ax (Fi (s.t) +++ + ё1(в,ї))], 


fie (asa + ans +--)(@(s,Ü) +--+ ё1(в,))]. 
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首先 对 于 Lu, 令 {pn} 为 一 列 正 整 数 序列 满足 Pr 一 co P pa /n 一 0 (n> 
оо), 由 引 理 1.4.2 与 定理 1.C 中 条 件 (iv), 3 5 > 0 和 不 减 连续 函数 u(-)(u(0) = 0), 


V n 2 no, 


A 


A 


I^ 


E I, 2+ó 
mex, nal 


n7 E max (37 ар) +. + (s) 
j=k+1 


оо 

Lap " E 

nU laj* ^E max [Ex(s,£) +--+ &(s, f ** 
j-0 


— 2 "a " 
7 (Y Jas E max [E(5,t) ^6 0 
ј>рһ 


2+8 с 246 ве 
27 (Y loj Baspa sup Els (s +S 


j=0 


E 

E" " Z 

n7 (X Jaj)? + Bz. án 3 sup E|ëk(s,t)2+5 
JJ>Pn kəs 


B, 4088 (Уон) -ua 
j=0 


+B2+sC( 》 lajl?*5u(t) — иб) 
j>pn 

Cnlu(t) — щ(в)!+# 

(Cn 为 与 n 有 关 的 常数 , Cn 一 0(n > oo). 


(1.4.6) 


ITF Inm, EBL < m < k, Aly, = inei t) ass t)+Ei-a(s,t)) + 
+++ dm(Ex(s, t) + Ek mai (5; t))], 则 由 引 理 1.4.2 及 定理 1.C 中 条 件 (iv) 可 
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18, Yn > no, 


E I 246 
‚Шах „| 


< nS las 5E max [2068,0 + .e+ mt (s DI 
= 


< ac |a;|)?*> Baram sup Eus, t)? 


je 


< вс la * C) u(t) — (s). 


j=1 


而 且 
1 
I +) 
j=m+1 
1 k 
< Fee! REA [Ek (s, t) - Ec (8,0)) 


i= 


+ k 
1 
< 
< vem la! д max, [£k (s, t) +--+ + 218, t)|) 
1 k 
ME S++) 
j=m+1 
1 
< б» 10:1) max 12609,0) +-+ 2168,0) 
ј=т+1 
+Z 2 1021) max max (2109,0) +--+ + #ъ—у(в,!)| 
E 
< D 192) max 12009,0) 8I (47) 


j=m+1 
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因此 ， 


Е max [nam = Imt 


< 297 > laj)? HE max |#1(в,#) Es OP 
j=m+1 
< B> 22t6n- 33 ( X la; tën" sup BIER (s, are 
j=m+1 
< B> C22+5( 》 laH ult) – иб). (1.4.8) 
j=m+1 


Wm = [Vn], Н (14.6), (1.4.7) M (148) <, E max Ц? < Cj (El, 29+ 
已 Ina|2+5) < 20246Cnlu(t) — (в), 其 中 Cn 为 仅 与 n 有 关 的 常数 ， 且 C, 一 


0 (n 一 оо). 


k oo 
Fa lose - euls), 


vn c 


a 


4 Ek (5,0) = ek-j(t) — &-5(s), 则 由 Minkowski 不 等 式 ， 引 理 1.4.2 以 及 定理 
LC 中 条 件 (iv), V n > no, 


k œ 
E IIl2+5 = E ~ | 2+5 
更 本 四 ”人 


ual jeu 


oo j^k 


n-5 "Em mex D» aerate? 


=i ш=1 


jAk 


NES уэ ашын 


^ 
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< п (Y Во) An) 5 sup EJ; (s, t) t} 
ja k21 
Ty sh, iud i 
< п (y la; BESG лп) Сти) — u(s)|3) 
j=l 


246 


выс(у` loj? 24) ущ) — щзу#* 
j=l 


Ш 


Crlu(t) – щв)!## (п — co 时 ,Cn > 0). 
则 由 (1.4.5) 式 


Е max | Za Zelo) ~ Zi) P** < Cz solo) 一 wa) 一 Ont) — uo), 


即 


P{ max, Ig t) — Zx(s))| > e} < e P+, Ju(t) -us)**. — (149) 


这 样 由 引 理 1.4.3 以 及 (1.4.9) 式 立 即 可 得 


Р{ m n- Zx(0))| > € < Ke +90, |u(1) — u(o) +E, 


(Z 
1eken 1 ж! * 


4 m — oo, LAH u(t) 为 不 减 连 续 函数 ， 所 以 (и) < C (C 为 常数 ), 因此 
可 得 

зыр PC mex sup RaO — Z(0))| 2 €) < KCH a On. 
则 


1 
EP ушак 1777 0150 (п oo) 


成 立 ， 引 理 1.4.1 证 明 完毕 . 


定理 1.4.1 的 证 明 引 理 1.4.1 说 明 FO 5— AX S, (t) 的 收敛 性 相同 ， 
因此 我 们 只 要 讨论 Faint ) 的 收敛 性 即 可 . 


26 


第 一 章 线性 过 程 的 弱 收 敛 定理 


我 们 将 -天 ALR 中 的 线性 过 程 {X(t);0 < t < Ry 看 作 定理 LC 中 
的 随机 过 程 . аах (0:0 <t < 1.4 Ж p- RAHM, A 
此 (X,(0);0 < t < 1}, 也 为 一 列 p 泥 合 随机 过 程 ， 那么 只 要 验证 定理 1.C 中 
的 四 个 条 件 是 否 满足 即 可 . 


(0 V k > 1, X,(0) = 六 we =0; 


j=0 


Gi) Y k > 1,0 < t < LEX) = EY ajer(t) = Y a; Е) = 
j=0 j=0 


(üi) Y a,b e R( 其 中 至 少 一 数 不 为 0), Y ste [0,1], 3 正极 限 


Dole z Жа 
ш 7 > Е(аХь(в) + bX,(t)) 


im | È E(a > ajek(s) + b > ajek(t))2 


j=0 


miS ^ 
Jim = > E(a'ek(s) + Vek(t))2 2 o, (a, 6), 


"pae V » !— V x 
ДФ а =a ai， 以 =b》 a; 
j=0 


j=0 
(iv)! 3 ó > 0 和 不 减 连续 函数 u(-)(u(0) = 0),3 C' > 0, 使 得 当 s,t € [0,1] 时 
有 


sup E|Xk (t) — Žils)? 
k21 
oo E 
= supE|Y ajer(t) — Y азек(в)** 
k21 5% j=0 


< È |ajl)2+5 sup Elex(t) — ex(s)?** < C'lu(t) – щ(з)!+#, 
=0 


其 中 C = суў lojl)2+5，C 为 定理 1.C 中 条 件 (iv) 的 常数 . 


j=0 
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此 定理 1.C 中 条 件 ()-(iv) 满足 ， 则 RO 弱 收敛 于 某 Gauss 过 程 , 根 
据 引 理 1.4.1 有 Ж sup 18,0) — Sa(t)| © 0(n — оо). 立即 可 得 -元 Sntt) t8 
N O<t<1 


Va 
收敛 于 某 Gauss 过 程 ， 定 理 证 明 完 毕 . 


81.4.3 ”定理 1.4.2 的 证 明 


为 了 证 明定 理 1.4.2, 我 们 需要 定义 另 一 种 形式 的 随机 过 程 


[ns] 


Y 7 8 Sins) O= FLO. 0<st<1. (1.4.10) 


引 理 1.4.4( 参 见 林 正 炎 、 陆 传 荣 和 苏 中 根 (1999)) H {X,X,X H) 
为 随机 向 量 序列 ， (ХО, ХО), ХО) 为 一 随机 向 量 ， 若 对 任意 的 实数 


asas ak, 有 


ai XQ +Х@ +... +a k XM Sa ХО + as X +... + a,x, 
XP, XP,- XH) S (XM), XP, XM). 


引 理 1.4.5( 参 见 陆 传 荣 和 林 正 炎 (1997)) {Xin 2 1) Ж p 混合 序列 ， 
EX, =0, EX2 < oc В. 


(i) im. ES2/n = а? > 0; 
(ü) {X2,n 2 1) — & 3 fs; 
(iii) Ye) < oc. 

n=1 
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BZ W, => W, EP Walt) =Siny/ovn, O<t<1. 


引 理 1.4.6( 参 见 Billingsley(1968)) 对 任意 的 7>0 及 a>1, 车 存在 非 负 
常数 шуш, uma V 入 >0 满足 
P(IS; 一 5] >л} «x u)%0 <i<j<m, 
1<1<ј 


那么 


LA (uy + -++ шт)", 


m 之 


其 中 К, 为 仅 依赖 于 Y fe o 


定理 142 的 证 明 519 141 的 形式 稍 人 变换 ， 即 sup sup IY (s.t) — 
Yn(s,t)| 4 O(n oc), 这 说 明 过 程 Y, (s, t) (licae ts Ут (8,0) 相同 .因此 我 们 
RESENA Y, (5,0) 弱 收敛 于 某 两 参数 Gauss SERI. 


首先 证 明 Y, (s.t) 的 任意 有 限 维 分 布 收敛 于 某 Gauss 过 程 相应 的 有 限 维 分 
布 ， 以 二 维 为 例 ， 对 任意 的 实数 a,b, 以 及 si, 82,t1,t2 € [0,1], 


[nsi] [nsa] 
aY, (51,1) + bY, (52,2) = E > Xt) +b > Xx(ta)). 
不 失 一 般 性 ， 假 设 s1 < 52, 记 


Yq =aX,.() +bX,(t), 3 k < [nsi]; 


Y, = bX,(to), Ж nsi] < k < [ns]. 


Ab = o(Y;,a < j < b), 
IEXY 一 EXEY| 
pi(n) Š sup sup 
pest KELAR), Y ELAR, n) “Wark -VarY ' 
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马上 可 得 
ACF, pln) < p(n), 


其 中 p(n) 及 Fo 与 定义 121 中 相同 . 因此 ， (а) # p(n) 一 O(n — оо), Ж 
么 pi(n) 一 O(n 一 оо), 这 说 明 (УЕ = 1,2,---} 为 一 p 混合 序列 (b) Æ 
DA 2^) < oc, 那么 У, o1 (2") < оо. 同 Lin 和 Li (2002) 中 的 定理 2.1 的 证 明 
y. 由 引 理 1.4.5 及 条 件 (ii) 立即 可 得 存在 o? 使 得 


[nsa] 
aY, (51,3) + bY, (2,t2) = T у Yk < №0,92). 
k=1 


由 引 理 1.4.4 可 知 ， (Ӯ, (51,3), Yo (во, t2)) RAKAT — ARAN IE РАТА. 
类 似 地 可 以 证 明 {Fn (s, t)} 的 任意 有 限 维 分 布 收敛 于 多 维 的 正 态 分 布 . 


所 以 为 了 证 明 结论 ， 由 Prohorov 定理 只 需 证 {Yn(s,t)} 的 分 布 是 胎 紧 的 . 
我 们 只 需 证 对 任意 的 e> 0, n > 1, 


Jim P(un(¥a(s,t)) > €) = 0, 


其 中 


wy(¥n(s,t)) = sup |¥n(s2,t2) — ¥n(si,t1)]- 
e221 1<n 


lta—til<n 


Wo.) < sup вир |¥a(so,t2)—Yn(si,t2)|+ sup вир [Ya(s,te)— 
2 0621 sa—ni]en 0€«1|5-ti«n 
Y.(51,5)|. 


因此 只 需 证 明 ， 对 任意 的 e> 0, п >1, 


lim P( sup sup |¥n(s2rt2) — ¥n(s1st2)] > €) = 0 (1.4.11) 
=i 0O<t2<1|s2—si[|<n 
以 及 
lim P( sup вир _|¥n(si,t2) — Ya(si,t1)| 29 =0 (1.4.12) 
"—0 ‘081 <1 |t2—ti|<n 
成 立 . 
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为 了 证 明 (1.4.11) R, REWE 


Br x P sup — sup _[¥n(s2,t2) – Ya(si,ta)| > €) = 0 
i O&t2X1 in&sa «(i-1)n 


我 们 先 证 明 下 式 
P{ sup IY. (52,12) — ¥n(si,t2)| > e) 
< Conc) (Insj] = [nsl])1+5/2|u(1)|+5/2. (1.4.13) 
令 
[nsaj 
Un (51, 8252) = Y,,(sə,ta) — Ya(s1,t2) = Ж > Xx(t2), Un(s1, 82,0) = 0, 
大 =[nsi]+1 
那么 由 引 理 1.4.2 及 条 件 (iv) 


P{|Un(s1, вз, ә) — Un(s1, 82, t1)| > е} 


1 Ë _ _ 
< POE Y^ (X,(5) - (6) 
k=[nsi]+1 
т 0148/2) 
< as ([nsz] — [ns1]) *52|u(t2) — u(t)] * 72. 
4 
= Un (815825 n) Оев, on) us Куб) ~ Knsu( er) 
& = Un(s1, 82, m — Un(5 82, ———п),ш = Kasu(—n n,6u( m» 
m Lies 其 中 Kns = (n7 0*2 C(Ins;] — [ns;])*9/2) sz. 
由 引 理 1.4.6, 可 得 
um 10081.82, 7r 3.5) - U (51,550) > €} 
n-0/26 
< нз (0992) — [nsi))!*%/2|u(1) — u(0)] 55/2 
п-0+8/2) C 
< —ə=([nsz] — Insi))!5/2|u(1) — u(0)[55/2. 
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4 m 一 оо, 立即 可 得 (1.4.13). 由 引 理 1.4.3 及 (1.4.13) 式 ， 有 


Р. Ӯ, +i ‚® Y,, (in, t2)| > 
(m. mx, lYn(in + =n, ta) — Y, (in, ta)| 2 €) 


< CUT (pni + Dn] — inin] ат), 


4 m = oo, 立即 可 得 


P{ sup sup |¥n(s2,t2) — Yn(si,ta)| > €) 
O<ta€1 ings2<(i+1)n 


< Шаны +1) - [ni] qua), 


因此 ， 


X P( sup sup IV. (52,12) — Ў, (1,12) 2 €) 
icn? O&t2&1 in<s2<(i+1)n 


C\u(1)|1+8/2n-(1+8/2) 


; ;, ce u(1 1+6/2 2 
< Pa 


d$ 


这 样 我 们 证 明了 (1.4.11) R. 
为 了 证 明 (1.4.12), 只 需 证 明 


Jim sup 39K P( sup sup — |¥n(si,t2) – Ya(si,in)| > €) = 0. 
icno оа inta e 
我 们 先 证 明 下 式 
C 
P( sup_[¥n(sist2) — ¥n(sists)| >} < aya lulta) = uh) t. (1.4.14) 
0<з1<1 
由 于 
; | bán К 
Ӯ. (п, te) — (тА) = = Xx(t2) — Хк), 
шк! Ga” 2) Ga” a)l «а Е > ‹ кб) ка) 
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由 引 理 1.4.2 及 条 件 (iv), 有 


1 т 
PG gam Lg De G6) Ы) >) 


п-н). ткт 


| > (Filta) - Krt) PH 


IN 


errs Mt 


—(1+6/2) 
n 
ВС E т/а) — u(t:)| 972. 


IN 


Am оо, & 


> [^] 
P( sup, IV. (51,6) — #.(81,4)1> e) < 23514) 一 MP+s/2， 
<= < 


这 就 证 明了 (14.14) R. 由 引 理 1.43 及 (1.4.14) 式 ， 可 得 


P{ зир шах I ms Żn+in- Y.(s,im|2 e) < degli Dn) - uin) 95 
0«s«11&j&m 


4 m oo, Ж 
P( sup — sup _ |Y,(sut2)- Y,(si,in)| > e) < hu i+1)n) аб)». 
OSs <1 ingta<(i+1)n 


因此 ， 


У) Р{ sup зир |Pa(si,82) – Pa(si,én)| > e) 
SA 048151 ingta «Gk 


< а) {зах u+ Dr) — u^. 


由 于 u(t) 为 不 减 连续 函数 ， 只 要 当 7 一 0 时 上 式 趋向 于 零 ， 因 此 我 们 证 明了 
(1.4.12) 式 . 


§1.4.4 ”定理 1.4.3 的 证 明 
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定理 1.4.3 ШЕН UE 


Z a Aes. 18.0) – 501 o. (1.4.15) 
RK > 1 充分 大 ,使 


6 
PÈ «0c K)21- 5. 


由 引 理 1.4.1, 并 注意 到 an 为 实数 列 且 an — оо, 知 ` 
1 


一 天 -一 ax | P 
na йр Lua, O — S401 — 0. (14.16) 
үш 
又 
P ах |5,(t) — Sk(D)| > 
Om о о, 19.00) – 5к(®| > €) 
к max | Nn 1 2 
< = >e6| 一 -bg 和 5,5 
< PO Mp ox, 1900 - 50012 «Гав 81 gp <O<K) 


N, 1 ó 
+P( 二 -0> gti 


aan mex 1S N, 1 8 
< P S,(t) — Sk(t)| > e) + P(|—* — 0| > 5 
(Te UP о k(t) — Sh (t)| 2 e) + PCI rn > #)+5 


因此 ， 由 (1.4.16) 式 及 = лод (1.4.15) 式 成 立 . 
由 (1.4.15) 式 知 ， 我 们 只 要 证 


Yn) = ZŠ @= G. (1.4.17) 
全 F > Ae. 其 中 p, / Vn. — 0, 与 Billingsley(1968) 的 定理 
17.2 类 似 ， 为 了 证 明 (1.4.17) 式 ， 我 们 只 要 证 
sup |¥n(s,t) — Y. (5,01 4 0, (1.4.18) 
及 
P({Y, € A) n E) - P(Y; є A)P(E) ^ 0 (1.4.19) 
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XE V Dioaxloal 中 的 Borel 集 和 E € o(Xi,- X4), k 2 1, З. 由 p 混合 性 ， 
对 当 pn > 大 时 


IP((Y; € A) n Е)— P(Y; є A)P(E)| < p(Pn — k) — 0 (n — оо). 
(1.4.19) 得 证 ， 另 一 方面 ， 


sç 1 2 m 
EswplY/(st) -Y4(s,:] < — 
sup| (8,0) - Ya(st)) < Fad, Pv XO 


1 Pn р 
< C= E t| < C= — 0. 
< ж? sup |ек( )| < as. 


(14.18) 得 证 ， 定 理 1.4.3 证 毕 . 
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过 程 的 精确 渐 近 性 质 
ж 3| а 


众所周知 ， 现 实生 活 中 发 生 的 事情 大 多 并 不 是 互 不 相干 的 ， 而 是 彼此 之 间 
有 具有 某 种 联系 的 .正确 地 用 数学 方法 描述 这 种 相关 性 ， 就 可 以 用 数学 一 这 一 精 
确 的 工具 来 对 事物 进行 精确 地 研究 ， 下 面 我 们 先 来 介绍 一 下 o- 混合 和 负 相 伴 的 


{ei 一 00 < í < оо} 被 称 为 p- 混合 随机 变量 序列 ， 如 果 当 m 一 oo Bf, 


Ф(т) = sup (Fé co: Fim) > 0, 


JOP Zm = o(e,n < k < т) UR (A,B) = sup |P(B|A)- P(B)|. 
аєд,вев 
Р(А)>0 


一 有 限 的 实 值 随机 变量 族 (651 < i < n) 被 称 为 是 负 相伴 (NA) В, ШЖ 
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对 于 {1,2,…,n} 的 任何 两 个 不 相交 的 非 空子 集 4 和 В, 有 
Cov(f(eiii € A).g(e:j € B)) «0 


其 中 f 和 g 是 任何 使 得 协 方差 存在 且 对 每 个 变 元 都 非 降 的 函数 . 称 一 无 穷 的 实 
值 随机 变量 族 {ent e T) 是 NA 族 ， 如 果 它 的 任何 有 限 子 族 都 是 NA 的 . 

本 章 主要 考虑 的 是 由 yp- 混合 或 NA 两 种 相依 随机 变 基 序列 产生 的 线性 过 程 
的 一 些 精确 渐 近 结果 . : 

假设 {ei; -co < i < оо} 为 同 分 布 p- 混合 或 负 相 伴 的 双 侧 无 穷 随 机 变 基 序 
A, ВИКА, WAR. < {ai; -co <i < oc) 为 一 绝对 可 和 的 实数 序列 以 及 

Xk = У аке  k21. (2.1.1) 

在 一 些 适 当 的 条 件 下 ， 对 于 线性 过 程 {Xuk > 1} 已 经 得 到 了 很 多 极限 结 
Ж. 比如 ， Burton 和 Dehling (1990) 得 到 了 {Xk;k > 1) 的 大 偏差 原理 ， Yang 
(1996) 建立 了 中 心 极限 定理 以 及 重 对 数 律 ， Li et al. (1992a) 和 Zhang (1996) 都 
得 到 了 完全 收敛 性 方面 的 结果 . 


完全 收敛 性 的 概念 是 由 Hsu 和 Robbins (1947) 引入 的 ， Erd5s (1949, 1950) 
和 Spitzer (1956) 也 作 了 相应 的 研究 ， 到 了 20 世纪 60 年 代 ， Katz (1963) 及 
Baum 和 Katz (1965) 推广 了 他 们 的 结果 ， 得 到 如 下 结论 : WE Xs Xn,… 为 
iid. 随机 变量 列 ， 记 Sn = SOX; $ p <2, r2 p. MA 
ј=1 

Уат, > enlp} < оо, €>0 

n=l 
成 立 的 充 要 条 件 为 E| Xi |” < oo, E r 2 1 时 EX = 0. 其 后 Davis (1968) 证 明 
T: 对 任意 = > 0. 

> врт, 2 ev/nlogn) < оо. 
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成 立 的 充 要 条 件 为 EX, = 0 Н EX? < oc. 随后 ， 又 产生 了 各 种 各 样 的 上 述 结果 
的 推广 形式 ， 我 们 就 不 一 一 介绍 了 . 下 面 的 定理 是 Zhang (1996) 得 到 的 关于 线 
性 过 程 (2.1.1) 的 完全 收敛 性 的 结果 . 


定理 2.A 假设 (s; -co <i< оо} 为 同 分 布 的 p- 混合 随机 变量 序列 ， 满 
А > i!" (m) < oo Н. (Xi; k > 1 定义 如 (2.1.1). А Мт) > O(a > 0) HK 
ЧОЛ 1<p<2,r >р. MAH Es =0 Ж Eler|"h(le1 |”) «oo 时 ， 对 
任意 <e> 0, 我 们 有 


> п/п) (| Sxl > en!/P} < оо. 
n=1 k=l 
4 {Xk;k > 1} 为 服从 分 布 F 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 均 值 为 零 ， 
方差 为 正 且 有 限 , 则 以 上 这 种 类 型 的 完全 收敛 性 称 为 Baum-Katz 大 数 律 ， Chen 


(1978) 及 Gut 和 Spătaru (2000a) 讨论 了 当 € \ 0 时 Baum-Katz 及 Davis 大 数 
律 的 精确 渐 近 性 ， 下 面 是 他 们 得 到 的 其 中 一 个 结果 . 


定理 2.B 假设 {Xk;k > 1} 为 iid 随机 变量 序列 满足 ЕХ, = 0 以 及 
0< EX? = ү «oc. 那么 对 于 1<p<m 
со n Ӯ 
im e?("-P)/(2-p) r/p-2 > m!/?} = —— 2(т—р)/(2-р) 
lime x" Арэ > т) = PEIZ] Д 


其 中 服从 期 望 为 0 FEA 7? HERD. 


本 章 第 二 节 的 主要 目的 就 是 为 了 在 > 混合 或 NA 两 种 相依 条 件 下 证 明 对 于 
形式 为 (2.1.1) 的 线性 过 程 定理 2.B 类 型 的 完全 收敛 性 的 精确 渐 近 结果 也 同样 成 
立 ， 


另 一 方面 ， 线 性 过 程 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 方面 的 结果 也 非常 之 少 ， 本 章 
第 三 节 中 , 我 们 将 证 明 形式 为 (2.1.1) 的 线性 过 程 在 v- 混合 或 NA 两 种 相依 条 件 
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下 关于 下 列 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 结果 也 同样 成 立 ，Gut 和 Spătaru (2000b) 证 
明了 当 {X, Xk;k > 1) X iid 随机 变量 时 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 ， 结 果 如 下 . 
i Sn =} Xen >1. 


k=l 


定理 2.C 假设 EX =0 Z. EX? = o2 < oc. 那么 


lim e D sue "rii | > eV/nloglogn) = o2. 


将 vnloglogn 替换 成 /nlogn, Gut 和 Spătaru (2000a) 给 出 了 以 下 对 数 律 
的 精确 渐 近 结果 . 


定理 2.D 假设 EX =0 及 EX? — o? < oo. 那么 对 于 任意 的 5>0， 


lim er? у dogm (eam? P(IS,| > e/nlogn) = —— 


п=1 


其 中 +?) 代表 标准 正 态 分 布 的 (26 + 2)- МЕБ. 


矩 完全 收敛 性 问题 是 由 Chow (1988) 提出 的 ， 并 讨论 了 iid. 随机 变量 序列 
的 矩 完全 收敛 性 ， 


定理 LE 假设 {Xk;k > 1) A iid. 的 随机 变量 序列 满足 EX, = 0. 对 
L<p<2Rr>p, X ЕХ" +|Xillog(1 +|X.|)) < oo, 那么 对 任意 的 ec> 0, 
有 


У mr Veg(| Ум 一 enl/p}+ < оо. 
n=l k=] 

王 定 成 和 苏 淳 (2002) 讨论 了 B 值 独立 同 分 布 随机 变 元 序列 的 矩 完全 收敛 
性 . 在 本 章 第 三 节 中 我 们 讨论 了 由 NA 随机 变 基 序列 产生 的 线性 过 程 (2.1.1) 关 
于 和 矩 的 完全 收敛 性 . 
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,第 二 节 ”由 相依 序列 产生 的 线性 过 程 的 
精确 完全 收敛 性 


82.2.1 ”介绍 和 主要 结果 


假设 {si; —oo < i < co) 为 同 分 布 的 p- 混合 随机 变量 序列 , 均值 为 零 方差 有 
H, 且 假 设 0<o?= Bei+2》  Eesisk < оо. iü S, = 3 Xin >1,{Хь;К > 1) 
к=1 


k=2 
定义 如 (2.1.1). 以 下 为 本 节 的 主要 结果 . 


定理 2.2.1 假设 (Xk 21) 定义 如 (2.1.1). 其 中 {асос < ¿< co) 为 一 实 
数 序 列 满足 У а] < oo 以 及 {si <i < oc) 为 一 同 分 布 的 p- 混合 


随机 变量 序列 满足 Fei = 0, Be? < oo UR У vi" (m) < ос. 对 1<p<2 
m=1 
Z r >p, X Ell < оо, 那么 有 


> 
lim e2(r—_p)/(2—p) 7/»-? P(|S,| > en"? = Р ве), 234 
lime Y wet Püs oin) = TENZI (2341) 


ФОНАМ 0, FER S à У a 的 正太 分布 . 
定理 2.2.2. 假设 (Xu k 2 1) 定义 如 (2.1.1), HP lac—oo < i< œ} 为 一 
实数 序列 满足 》 lal < oo 以 及 {si <i оо) 为 一 同 分 布 的 yp- 混 


i=—00 
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合 随机 变量 序列 满足 Бє, = 0, ES < оо X. Ун) coc 对 1<p<2 
m=) 

有 

E P{|Sp| > enl/z] = 一 一 (2.2.2) 


im - ET € 


34 (ei; -oo < i < oo) 为 同 分 布 的 NA 随机 变量 序列 满足 均值 为 零 方差 有 限 
Н 0<0? = Ее 29 Eser < co 时 ， 以 上 结果 同样 成 立 . 


k=2 


定理 2.2.3 假设 {Xk;k > 1) 如 定义 (2.1.1), 其 中 {а -oo <i < oo) 为 一 
实数 序列 满足 У lai] < oo 以 及 (e; -oo < i < oo) 为 一 同 分 布 NA 随机 
变量 序列 满足 Bnc0X Ee? < co. M 1 < p < 2 £ r > p, Ж Ell" < oo, 
那么 (9.9.1) RÈ. 


定理 2.2.4 假设 {Х„;К > 1) 如 定义 (2.1.1), HP {ai;-co < i< o0) 为 一 
实数 序列 满足 Y^ [a] < oo 以 及 (6: -oo < í < oc) 为 一 同 分 布 的 NA 随 


机 变量 序列 满足 Eei=0 及 Ee? < оо. 对 1<p<2, 那么 (2.2.2) RÈ. 


Ж 221 令 ар = 1, = Кан = 0,í Z k,1 < k < n, MBA Хк = єк, 

Sn = X, = єк. TUS {Xk > 1 为 一 同 分 布 的 p- 混合 或 NA 随 
k=1 k=1 

机 变量 序列 ， 在 某 些 适当 的 条 件 下 (2.2.1) 和 (2.2.2) 同样 成 立 ， 因 此 这 

些 结果 推广 了 Chen (1978) 以 及 Gut 和 Spătaru (2000a,b) 上 的 结果 . 


§2.2.2 3] 


下 面 的 引 理 来 自 于 Burton 和 Dehling (1990). 
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888224 令 Y) a 为 一 绝对 收敛 的 实数 序列 满 是 a= ai 及 >1. 


i=—o0 i=—00 
那么 
i+n 
ie d ON 
lim 二 | a | 一 ok. 
dai | > 
i=l 生计 1 


以 下 这 个 引 理 非常 有 用 . 证明 参 见 Shao (1998) (也 可 参见 Shao, 1993). 
引 理 2.2.2 4 {ai;i>1)} 为 一 9- 混合 序列 5, = >1. 假设 存在 
大 =1 
一 正常 数 序列 {Cn} 使 得 
max ES? < Cy. 
1gign 
那么 对 任意 的 4>2, 存在 C= Clq,p()) 满足 
E max |9117 < С(С/? + E max Jeil?) (2.2.3) 
同样 的 ， 我 们 有 类 似 的 对 于 NA 序列 的 引 理 . 
引 理 2.2.3 A {sii 之 让 为 一 NA 序列 ， ss = Yon > 1 那么 对 任意 
k=1 
的 gq>2, 存在 C=C(g) 满足 


Е max |54 <C(( У) 52) + > El). (2.2.4) 


1&i&n 1&i&n 
令 N 为 标准 正 态 变 基 . 下 面 的 引 理 是 关于 线性 过 程 的 中 心 极限 定理 (CLT). 


引 理 2.2.4 假设 {e-o <i< оо} 为 均值 为 零 方差 有 限 的 平稳 随机 变量 

序列 ， 并 且 假 设 0 <0? = Ее? + 23 Етек < ос. 那么 如 果 满 足下 面 两 个 
к=? 

条 件 中 的 其 中 之 一 : 
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@ (ei -ee <i < oc) 为 一 p- 混合 随机 变量 序列 满足 DPQ") < 


m=1 


(ii) {65-00 < í < co} 为 一 NA 随机 变量 序列 . 
[Xik >1} 定义 如 (2.1.1). 那么 线性 过 程 (X,) 服从 CLT, BP, 


Sn 2, N(0,1), 其 中 r=c- > а. 


туп 


i=—0o 


证 明 ”此 引 理 证 明 与 Kim (2001) 的 定理 1 证 明 相似 ， 因 此 我 们 就 此 省 略 . 
不 失 一 般 性 ， 下 文中 我 们 假设 T = 1. 且 只 证 明 混合 随机 变 基 的 情况 ， 


$2.2.3 E 2.2.1 的 证 明 
令 ale) := є-?Р/@->), 定理 2.2.1 可 由 以 下 四 个 命题 得 证 . 


命题 2.2.1 对 1<p<2 及 r+>p, 我们 有 


°° 
im e?("-p)/(2-p) r/p-2 > enlMp-l1/2} = P p| N |2(r_p)/(2—p) 
lime Dn/? ?PIN| > en }= = 25811 ‚ (2.2.5) 


п=1 


HPN 为 标准 正 态 随机 变量 . 


证 明 此 证 明 ， 除了 一 些小 细节 外 ， 基 本 与 Сш 和 Spătaru (2000a) 的 命题 3.1 
相似 . 


命题 2.2.2 对 1<p<2,7r>p 以 及 所 有 的 M >2, 我 们 有 


lim ee юс > n7/? sup |P{\Sp| > туп} – P{|N| > z)| =0. (2.2.6) 
5 ng<a(e)M * 
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证 明 令 A, = sup, |P(IS,| > z/n)—P(IN| > т}|. 那么 由 引 理 2.2.4, % n оо 
时 An — 0. 立即 得 到 


m 

n 一 r/p+1 r/p-2 »- 

jim, m > т A, = 0. 
n= 


因此 ， 我 们 有 当 eN 0 Bf, 


er-)»/0-») У nr/?72 A, 
n&a(c)M 


= #«-»/@-р)[а(є) М] /Р-1[а(є) M]-"/»*! > n'/?72 A, 
n&[a(e) M] 


< M'-Ma()M] "PH Y nAn 一 0. 


n&[a(e)M] 


$8223 对 1<p<2,r>p, 以 及 所 有 充分 小 的 0<e<1, 一致 成 立 


jim «(10-р УУ nrfr-2P(|N| > enV 0-172 = 0. (2.2.7) 
TR n>a(e)M 


证 明 注意 到 对 M > 2 É 0 < < < 1, F a(e)M 一 1 > a(e)M/2. 立即 可 得 当 
M 一 品 时 ， 对 1<p<2,7r>p 以 及 0<e<1 一 致 成 立 ， 


є?(т-р)/(2-р) > n'/?7? P(IN| > en1/p-1/2) 
n>a(e)M 


A 


e2(r—_p)/(2—p) 广 g'/?-? P(IN| > ez1/p-1/2) dz 
a()M-1 


A 


© 
ёт-ю/@-») у ar/p-2P{N| > ezlp-1/2}dz 
a(e) M/2 


2 оо 
= 5 р y2r-P)/2-P)—1 P(IN| > y)dy 
— P J(M/2)(2-»)/2e 


一 0. 
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命题 2.2.4 假设 Ele «oo. 对 1<p<2 及 r>p, 我 们 有 


lim lim sup €2("-?)/(2-») > n'/?-? P(IS,| > en") = 0. 
Mose ео? n»a()M 


证 明 注意 到 


n 


° n 
X= > akriep 


k=) i=~00k=1 


记 ani = Ук акн. 那么 


n оо 
ns > алё. 
k=1 


і= оо 


由 引 理 2.2.1, 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 


i=-00 


oo оо 
У) lani] < n, n21 及 a=: У lal <1. 
іо 


со 
AS = У) а: Цане S єп!/Р}. BAR n > ale)M, 


i=- 


26 
n-VP»ES,| = ah У aniBeiT{|aniei| > єп!/Р} 


і= оо 


E 
n7V? Y las|EleslI (Janiei| > en!/P) 


i=- 


A 


从 


m-MPm 瓦 leilT{alea| > en!/7) 


IN 


n V/PnEJe)|I(]e)| > єп!/Р} 


A 


ni" (Ele; P2 (P(es| > ento) 


gii» Ele 2? _ Elel? 


enMP _ en2/p-1 


Elk? _ «Ell 
«аму» ^ MH» 
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(2.2.9) 
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因此 ， 对 足够 大 的 M 以 及 所 有 的 п > а(є)М, 我 们 有 n-UP|ES,| < e/2. 那么 


P{|Sn] 2 en?) < P{sup |asie;| > enV/?) + Р{|8,— ES,| 2 en/? /2} 


= hth. 


WW Inj = {i € £; (g 1)? < |а| < jj = 1,2,-.. BA Uzi Inj = £. HE 


意 到 (参见 Li 等 


(1992a)) 


У < n(k +)”. (2.2.10) 


= 


WF K 1<p<r <2, ERB Ele? < co, JU 


I^ 


A 


A 


A 


I^ 


A 


> п'/Р-?1, 


n>a(e)M 


A 
> a/r- У Plausd > ті) 


n>a(e)M i=-00 
оо 
У ose? Y. Pal > ут) 
n>a(e)M j=1 i€lnj 


у; ose PX Y P{k < elei? <k+1) 


n>a(e)M k2jn 
oo [k/n] 
У we V (tins Pl < eel? < k +1} 
n>a(e)M k=n ј=1 


Y we Yd 4 1)VPP(EK < |e P <k +1} 
n>a(e)M k= 


C У) n/n iY RPP Lk < e) <k +1} 


n>a(e)M к=п 
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A 


C Y; пее Ще ex] 2 n) 
n>a(e)M 


A 


c У wei(Blep) (Pte Цел > nini 


n>a(e)M 


从 


CE? У) n/P- < Ce" (a(e) M) o?» 
n>a(e)M 


сёФ®-®/@-» мт-2)/, 


因此 
lim lim sup er-»/0-» nv/P-2 7, < C lim M(r-2)/P 
= 0. 
Xt r > 2, 我 们 有 
SE n'/77?], 
n>a(e)M 
оо 
< У nl? 》 Рае > en} 
n>a(e)M i-—oo 
E 
« >> пу > P{leil > ej ?nV/?) 
n>a(e)M ј=14є1,; 
E 
< У wir? (1,5) У) P(k« ela <k+1} 
n>a(e)M ј=1 k2jn 
oo [k/n] 
< Y ow? Y Y üLjP(E «ela <k +1} 
n>a(e)M к=п ј=1 
S к 
€.» we LG +1)!/PP(k < e ?lel? < k +1} 


n»a()M =n 
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ос 


< С У mr/p 一 Im 一 1/P У) 5222201 < e ?|e)P < k +1} 
n>a(e)M =n 

< c > У nh UPR MPP LK < ele? < k+1) 
k>a(e)M a(e)M<n<k 

< C У) kir Vr? P(k < e|? <b +1} 
k>a(e)M 

= C У) кР!» < ете" < (ed 1)) 
k>a(e)M 

< Ce Ele Hele" > (а(е)М)"/?} 


Ce Ela I(|e1[| 2 eC- MW?}. 
由 Elei" < оо, 立即 可 得 ， 对 >> 2 


lim limsupe?"-»/G-» Уу n'/?-?], < Climsup е?" 2)/ 0-р) = 0 
Mo ео n>a(e)M «No 


以 及 对 7 = 2, 


lim lim sup e2("-»)/(2-?) уЗ п'/Р-21, 
Mom Fo n»a()M 


X lim limsup Eleil'I(]ei| > e P/G-p» MV») =0. 
M= күр 
那么 对 1<p<r 及 >>z 我 们 有 


i i 2(r—p)/(2—p) r/p-?], = 0. 2.2.11 
Qum. lim iape Mos 1 ¢ ) 
n»a()M 
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现在 开始 估计 To, 注意 到 ЎЎ (m) < оо, 则 有 


m=1 


m i ; 
sup Е( Уа: Цам: < п) — EY ағ: {laniei] < en'/?}) 
—Ó— \ 4 


i=l 


< c > E(ani£:)? I {]anie:] < en?) = C > E(assei)21(|asie)| < en!/?). 


i=—00 i=—00 


(2.2.12) 
那么 由 引 理 2.2.2, 对 q > 2, 我 们 有 
In = P(|S, — ES,| > enlp/2} < CnP E|S,, – Е5, |8 


= q/2 
< cet > a2iBe2Tflanicil < у) 


i=—00 


+E max |аһ::| |а: < =») 
p 


= 4/2 
< Сет ( > a? Ee? T{|ani€1| < en'/?}) 


і= ос 


оо 
十 Ce-qn-9/P > El|asie:|*H(]anici| € en") =: Is + I4. 


i=-00 


对 于 Do, 选取 足够 大 的 q 满足 q(1/p — 1/2) > r/p 1, 那么 


> п'/Р-?], C > п'/-%е-ең-а/р( > аа)" 


n>a(e)M n>a(e)M p 


A 


A 


c > enr /7»-2-20/p-1/2) 
n>a(e)M 


^ 


Ce-q(a(e)M)r/p-1-q0/p—1/2) 


Ce2(p-r)/(2-P) Mr/p-1-q(1/p—1/2)_ 
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BLA, 对 1<p<2 及 r>p 


2(r—p)/(2—p) r/p-2 i т/р-1—9(1/р-1/2) 
нае 2. 7 98.06 O ii M 
n>a(e)M 


2.40, (2.2.13) 


对 于 五 及 1< 和 p<r<2, 选 取 9=2, 那 么 


ос 
> mr/p-27 < С У? n"/p~2e-2n-2/p Y aE? 


n»a()M n»a()M i= 


A 


C > e ?nr/p-1-2/p 
n>a(e)M 


^ 


Ce" (a(c) M)'/»-?/» 


Ce-/Q-» wi-2/», 
因此 我 们 得 到 ， 当 1 < p <r < 2i}, 


2(r—p)/(2—p) -2 -2)/P = 
jin, lim up r-»)/0-» Y^ nile ec jim. MC-9/ =0. (2244) 
n>a(e)M 


MF r > 2, 有 


> n?/p-27, 


n>a(e)M 


ос 
< С > nr/p-2e-qn -aP y > Elameil I{lamail < en?/P} 


n>a(e)M G=1iEIng 


< € Y nl ttn? GF) El Hea] < eG 1) m) 
n>a(e)M j=l 
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< Cc > nt/P-2¢ 2537: 55) * Elei|* 


n»a()M j= 
G+1)n 

у Hk <la] <k+1) 

k=0 


oo 
c > n/p-2e an-a/p S (81, )j UP Ele f 


n>a(e)M jal 


A 


2n 
PO Hk < aP <k+1) 


k=0 


+C » n'/»72€ па Ў) j^? Ble, |? 


n>a(e)M j=1 
(j+1)n 
Y Mk <P le? <k +1} 
k=2n+1 
=: IstIs. 


注意 到 4 > 1 R m > 1, 我 们 有 


ос оо 


n > > bun 5 lon > Уа) 177 


oo j-li€lIs; ј=1 


> 0-0. У (Hn) + 1) 0 (т + 1)/P-VP, 
ј=т 


因此 ， 
Y (8, ); < Cnm- (97, (2.2.15) 


jem 
那么 对 于 Is, 得 到 

2n 
Is < C Y n?m} Бе fk < ерер <k + 1} 


n>a(e)M =0 
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E 
< C У) У) ecrit ESI < elei? <k +1} 
k>a(e)M n=[k/2] 
< C b 7961р Bley |a {KPP < (7—9 |е |79 < (k + 1)7/779/7) 
k>a(e)M 
< Ce 4-9 plel I{e ?Elel? > ale)M} 


Ce" Blex|"I{er| > є7Р/2-Р) MVP), 


1 


由 Ele" < оо, 马上 有 ,， 对 >> 2 


lim lim sup ?"-?)/2-) J, < C lim sup eP(r-2)/(—p) = 0 (2.2.16) 
M 一 oo еур «No 
以 及 对 r=2 


lim limsupe?"-?/0-P]. < lim limsupCElei[I(Jei| > 7/02 M"P} = 0. 
M= N0 M—o кр 
(2.2.17) 


对 于 I, WA 


оо оо 
C >> n/p-2e-an-a/p > > 379» Ее; | 


Ig < 
n>a(e)M k=2n+1 j=k/n-1 
I(k < e ?lel? < k +1} 
< C Ds nr/p-2e—qn qp > n (Ë) € Yogi, | 
п 


n>a(e)M k=2n+1 


I(k < ?lal? < k+1) 


со 
C Y alert 》 k'G-DPEJe|[I(k< ele « k-- 1) 
п>а(ем к=2п+1 


53 


线性 过 程 的 若干 极限 理论 及 其 应 用 


< С > » nr/p-1—-1/pe-qk-(q-1)/P Ee, |а 
k>2a(e)M a(c)M «n«[k/2] 
I(k < €?|e <k +1} 
< C У) kip-Mse-tk-G-D/PEle ЦЕ < e ?|e|P < k +1} 
k>2a(e)M 
au > kr/p—q/pe=q Ele, Ja 
k>2a(e)M 
ЦЕРТ < 707—9 |е Hd < (k + 1)'/»-«/») 
< Ce*ec C79 Ea['I(e Ell? > 2a(e)M} 


= Сє-"Е|\|'1{|є1| > Ce/ 97? qv»), 
那么 与 证 明 IS 相似 ， 对 r > 2, 得 到 
lim lim sup е2" —Р)/(2-Р) f, < Climsupe?"-2/6-» = 0 (2.2.18) 
M 一 ce ео eN0 


以 及 对 > = 2, 有 


lim limsupe2(r-p/@-P) < lim limsupCEleilrTflel| > Ce7?/2-) MVP) 
М—оо eS0 M= eN0 


= 0. (2.2.19) 
这 样 由 (2.2.14)-(2.2.19), BEX 1 < p < 2 É r > p, 


im li 2(r—p)/(2—p) r/P-27, = 0. 2.2.2 
jim. lim заре > n 4 = 0. ( 0) 
n>a(e)M 


最 后 综合 (2.2.11), (2.2.13) 以 及 (2.2.20), 此 命题 得 证 . 


52.2.4 EH 2.2.2 的 证 明 
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令 ble) := PP/O-P), HE 1« pc 8 < = «2. 定理 2.2.2 由 下 面 四 个 命 


题 立即 可 证 . 


命题 2.2.5 对 1<p<2， 


N| > 1/p-1/2) ~ 
ea sage Dal 12 е iS 


证 明 参见 Gut 和 Spataru (2000a) 的 命题 4.1. 


命题 2.2.6 对 1<p<2, 我 们 有 


1 1 
im —— 一 2 一 23 = 0. 
lm loge J вир |Р{18,] > zn) — P(IN| z)| 0. 


n<b(e) 


(2.2.21) 


(2.2.22) 


证 明 id A, = sup, |P{|Sn] > evn} - P(IN| > z)|. 那么 当 — oo 时 ， 由 引 理 


2.2.4 得 到 A, 一 0. 这 样 就 有 


т 
| Ane 
Jim nex iy ` 


352.24 e `, 0 Bf, 
1 1 В 
fogs 2o sap|PtlSn| > жуп} - PUNI > z)| 
mb(e) 
_ + An _ loglb(e)] . 1 An 
— loge neo) n —loge log|b(e)] „А89 т 
Вр 1 An 
P, „а=. 一 一 0. 
B-p 1080(0)] „д n 
命题 2.2.7 对 1<p<2, 我们 有 
lim Bs 工 P{|N| > > en!/P-1/2} = 0. 


eN 一 == А9" 


(2.2.23) 
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WEB] 此 证 明 除了 一 些小 细节 外 ， 与 Gut 和 Spătaru (20008) 命题 4.3 的 证 明基 
本 相似 . 


命题 2.2.8 对 1<p<2, 我们 有 


lim 
N0 一 loge 


1 


> TP(IS,I > en} = 0. 


n>b(e) 


(2.2.24) 


证 明 此 证 明 与 命题 2.2.4 相似 . 记 S, = У) ане (lasci < en'/?}. 注意 到 


1«pc 8« 52. co 容易 得 到 ECOD >. 那么 对 п 2 МӨ), 
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пт! |Е8, | 


IK 


A 


IN 


A 


A 


{=-оо 


ос 
п) > ani Ecil(|aniei| > т) 


i=—00 


со 
nV? Y las|Eleil (laniei| > en?) 


[== 
n 1/PnEJe)|I(a|e)| > єп\/Р} 
n-V/Pn Eley Je] > en?) 

n! (Ele; (P(Jey] > enV7))!? 
giis Eli 


en!/P 


Ele) 
en2/p-1 


Ela? 
e(b(e))2/>—1 


e ^ Ela? < є/2. 
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因此 , 对 n> 


P(|S,| > enl/z} < Pf{suplaniei| > en?) + Р{|8,— Е. | > enlpP/2} 


对 于 五 ,由 


PES 


n>v(e) 


b(e), 有 п-1/°|Е5, | < e/2. WJ 


= hah. 


(2.2.10), 有 


< 


^ 


IN 


I^ 


LA 


A 


A 


A 


IN 


IN 


УТ 1 У P{laniei| > en"? 


n»b(e) i=- 


> 15: Y. lal» ej rn) 


n»b(c) N j=l ielaj 
12 
ye „> tlni) У P(k < elei? < k +1} 
m>b(e) j=1 k2jn 
оо [k/n] 


xi У У GLOPU < ela < k +1} 


n>b(e) ken j=1 


>i Y 1)? P(k < Per? < k+1) 


п>) ™ 


су sux kVPP(k < e-?|ey? < k4-1) 


n»b(e) к= 


C У ne Bley |e“ ex] > п) 


n>v(e) 


с Y n Pe (Ele Pe] > nh 
n>b(e) 


Ce? Ble, |? > n7?» 


n>b(e) 


Ce2(b(e))! 2/ 


ChE? 
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然后 


> +h <Clim à eR =0. 
n>b(e) eNO — loge 


与 命题 2.2.4 相似 ， 由 引 理 2.2.2, 对 q > 2, 有 


lin 
N0 — loge 


h = P(|S, — ES,,| > en/?/2} 


< Cen-"?E|S, — ES, 
оо /2 
< се ( a? Ee? T{\aniei| < em) 
记 二 oo 
+E max |as;ci|" L(|an;ei| < ewe) 
i 

" Бы /2 

< Сеп" ( У az Bet (Jasiei| < em) 


i=—00 


E 
Cc пт > Elanieil I{laniei| < en?) 


i=—00 


= dca. 


对 于 Is, 我 们 得 到 


1 1:2 VA 2 p2 4/2 
> P < C ух nem «»( 57 2.9) 


n>b(e) n»b(e) = 


€ У є79-1-901/р-1/2) 
n>b(e) 


< Сє74(6(е))-%0/Р—1/2) = Ce 


因此 


lim 
eN0 — loge 


1 
> nb < Clim — є 8- =0. 
ЖҮ o N0 — loge 


58 
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(2.2.26) 
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从 上 面 的 证 明 来 看 ， 选 取 q = 2, 这 样 I 的 证 明 就 和 Ia 相似 ， 因 此 我 们 有 


кш —— > 1h cop Í| S FP o, (2.2.27) 
No -loge £n «0 — loge 


综合 (2.2.25), (2.2.26) 以 及 (2.2.27), 此 命题 得 证 . 
82.2.5 ”定理 2.2.3 和 定理 2.2.4 的 证 明 


证 明 除了 一 些 细节 之 外 ， 和 定理 2.2.1 以 及 定理 2.2.2 的 证 明 类 似 ， 比如 , 在 证 
明 过 程 中 我 们 用 引 理 2.2.3 来 代替 引 理 2.2.2. 
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第 三 节 由 相依 序列 产生 的 线性 过 程 重 
对 数 律 的 精确 渐 近 性 


82.3.1 ”介绍 和 主要 结果 


假设 {ei; -oo < i < co} 为 一 同 分 布 的 yp- 混合 随机 变量 序列 ， 均 值 为 零 
方差 有 限 ， 且 假设 0 < о? = Ee? +20 Esek < co. dd S, = 3 Xon > 1, 
k=2 k=1 
(Xu; k > 1} 定义 如 (2.1.1). 以 下 为 本 节 的 主要 结果 . 


定理 2.3.1 假设 {Xk;k > 1} 定义 如 (2.1.1), 其 中 {aii-oo <i < co} 为 
一 实数 序列 满足 Y lail < oo 以 及 (s;-o < i < oo) 为 一 同 分 布 的 


p- 混合 随机 变量 序列 满足 Es = 0,Ee? < co 及 УС щт) < о. 4 
m=1 

an = O(1/loglogn). 那么 对 于 任意 的 ó > 0, ж E[c?(loglog |e:^7!] < со, 我 

们 有 


| 2542 V (log logn)? o 1 
lime ne P{|Sn] > (cton)r V2nloglogn} = rry" 6+3/2), 
(2.3.1) 


XP r() 为 一 Gamma 函数 及 = > i 


i--oc 


61 


线性 过 程 的 若干 极限 理论 及 其 应 用 


定理 2.3.2 假设 {Xk;k > 1) 定义 如 (2.1.1), 其 中 {ai; 一 00 < < eol 为 一 
实数 序列 满足 P» [| < oo UR (ei; -oo <i < oo) 为 一 同 分 布 的 p- iÉ, 


合 随机 变量 序列 满足 Es = 0,Ee? < оо 及 > iV? (m) < oo. 那么 对 于 任 
00 ó > 0, Æ E[e?(log ei^] < ос, 我 人 有 


к= 6+2) 


lim gea x Quen Wer) рис | > er /nlogn) = T25+2， (2.3.2) 


其 中 10500 代表 标准 正 态 分 布 的 (25+2)- ИЕН. 


% (e -oo < i < oc] 为 一 同 分 布 的 NA 随机 变量 序列 满足 均值 为 零 方差 有 
ME 0 < о = Be? + 2 Peiek < oo 时， 以 上 结果 同样 成 立 . 

k=2 
定理 2.3.3 假设 {Xki > 1) 如 定义 (2.1.1), HP {ai; 一 00 <i < co) 为 一 
实数 序列 满足 Y^ Jal < oo 以 及 (eu -oo < i < oo) 为 一 同 分 布 NA 随机 
变量 序列 满足 Es, 二 0 及 Ee? < оо. 4 a, =Ol1/loglogn). 那么 对 于 任意 
的 ó > 0, Æ Ble} (loglog|ex|)°"] < co, ЖЯ] (2.3.1) 仍然 成 立 . 


定理 2.3.4 假设 {Xk;k > 1) 如 定义 (2.1.1), HP {а;-оо < i < oo 为 
一 实数 序列 满足 YO lad < oo 以 及 en-00 < i < оо} 为 一 同 分 布 的 
N4 随机 变量 序列 满足 Ec; =0 及 Ec? < oo. 那么 对 于 任意 的 ó > 0, € 
E[e2(log |єз|)#—®] < co, 则 (2.3.2) 仍然 成 立 . 


注 2.3.1 А ask = Li = Bane = Oi # k,l < k < n, ЖА X, = єр, 
sex Dae TRA {Xk;k >1) 为 一 同 分 布 的 p- 混合 或 NA 随 
机 变量 序列 ， BEL SO RAT (2.3.1) fe (2.3.2) 同样 成 立 ， 因 此 这 
些 结果 推广 了 Gut 和 Spütaru (2000a, b) 上 的 结果 . 
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不 失 一 般 性 ， 下 文中 我 们 假设 * = 1 . 且 我 们 只 证 明 w 混合 随机 变量 的 情 
a. 


52.3.2 ”定理 2.3.1 的 证 明 


令 cle) := exp{exp(M/e?)}, HRU M > 4,0 < e < 1/4. 定理 2.3.1 的 证 明 由 
四 个 命题 组 成 . 


命题 2.3.1 A a, = O(1/loglogn). 那么 对 于 任意 的 ó > 0, MIA 


T(6 + 3/2), 


оо " 
s 2642 (log log n) _ 1 
lime > Alben? P{|N| > (€ + an) 2 log logn} = СЕС: 


(2.3.3) 
其 中 Г() 为 Gamma HH. 


证 明 此 证 明 与 Zhang (2001b) 的 命题 2.2 相似 . 


命题 2.3.2 A a, = O(l/loglogn). 那么 对 于 任意 的 ó > 0 以 及 所 有 的 
М > 4 我 们 有 


lig ee = сз [Pisal > zva} -P(NI» 2) =0. (234) 


证 明 4 A, = sup, |P(|S,| > тутп) 一 P{|N| > 2}. 那么 根据 引 理 2.24, 当 
пэ eo Bf, An — 0. 则 可 得 


1 > A,.(log log n) 
— = 9. 


lim — 
тоо (log log m)é+1 £4 nlogn 
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因此 我 们 得 到 当 e 0 BF, 


ee у An(log log n) 


n<c(e) п EL и 


An (log log n)? 
nlogn 


= «2+2 (log log[e(e))) + iano > 


n&c(c) 


n (log log n)Š 


< Mš+1 
nlogn 


Tog COE > ao 


nSele) 


命题 2.3.3 4 a, = O(1/ loglogn). 对 于 任意 的 5 > 0 以 及 充分 小 的 ec> 0, 
一 致 成 立 


jim 25? > (loglogn)* р P(IN| > (€+ an)y/2loglogn} =0. (2.3.5) 


ae n "nlogn - n 


证 明 证 明 参 见 张立新 (2004) 的 引 理 2.4. 


命题 2.3.4 A an = O(1/ loglogn). 那么 对 于 任意 的 5>0, 若 Ee? < оо 以 
及 已 [ez(logloglelj)5-3] < oo, 我 们 有 


loglogn)* 
jfim_limsup +? y” (oglogn) Бе |> (e + an) /Inloglogn} = 0. (2.3.6) 


ы n>c(e) nlogn 


证 明 记 ani = Уан 那么 Èx- > аш. Ф 


i=—00 


оо 
= > anisiT{lanicil < e/2nloglogn]. 


i=—oo 
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那么 对 于 n > c(e) 及 (2.2.9), 
(2nloglogn)~'/?|ES,,| 


= (2nloglogn)-¥/?| > as; Ee; (|anieil > e V2nloglogn)| 


i-—o 


A 


co 
(2nloglogn) 1⁄2 > lani|Bler|Z{\anier| > ev/2nloglogn] 


i--oo 


A 


(2nloglog n)~*/2nElex\I{alex| > e/2nloglogn) 


IN 


(2nloglogn)~!/2nE\ex}I{le1| > ev/2nloglogn) 


A 


n1/2(21oglogn) 1/⁄2(E|ei|2)1/2( P(|e)| > єү/2п1ов1ов п))!/? 


- Eli? 
12 1⁄2 
ni (2loglogn) e(2nloglogn)1/2 


IN 


Ela? 
2eloglogn 


Е|є\|? 
2eloglog c(e) 


IN 


«Е|є |? 
2M ` 


所 以 ， 对 于 足够 大 的 M 以 及 所 有 的 n > cle), 有 (2nloglogn)-!?|ES,| < e/4. 
注意 到 对 M > 4+ co, 0 < € < 1⁄4 K n > cle), 可 得 |an| < co/loglogn < 
co M 1e < e/4. 那么 


P(IS,| > (€ + an) 2n log log n} 
< P{\Sp| 2 €x/2n log log n/2} 
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< P(sup|asei| > ev/2nloglogn) + PflSn 一 已 Sn| > eV2nloglogn/4) 
= hcl. 
对 于 л 以 及 任意 的 > 0, 利用 (2.2.10) 我 们 有 


У; (loglogn)* n 


n>c(e) nlogn 


> (log log n)! > P(jasiei| > eV2n loglogn} 


mlogm — 
nde) "08% Eo 
(loglog n)? п)? 1л 
< > ETE > > Pl{leil 2 j Pey/2nloglogn} 
n>c(e) G=1iEIng 
(log log п) as 
Eum ш) > P{k < ele <k+1) 
n>c(e) j=l К23(2п log log n)?/2 
/ 23 
ioglogn) E [k/(2n log log n)*/2] 
< > Seer (tins) 
nlogn r 
n>e(e) k=(2n log log п)р/2 j=1 
P{k < e ?lel? <k +1} 
(log log n) c k " 
< > —- ауа + 1)! 
72 
n>c(e) nlogn k- (2n log log n)?/2 (2n log log т)” 
P{k < e ?|eiP <k+1} 
5 оо 
< cy ри log т) 1 кР 
„дә 105" ven loglogn k=(2n log log n)?/2 
P(k < e ?ls <k +1} 
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ос 


(log log n)é 1 
< — —-d— V2kloglogk 
s€ X, lgn  vV2nloglogn > Е 


=n 


P{2k log log k < €~?\e1|? < 2(k + 1) log log(k + 1)} 


A 


(log log n) 1 
C > > TV 2k loglogk 


logn 
к>с(є) c(e)<n<k 


P(2kloglogk < e |=]? < 2(k + 1) loglog(k + 1)) 


从 


VE 5-1/2 
一 一 十 2 
C > jog (log log k) V 2k log log k 


k>c(e) 
P{2k log log k < €~*|e1|? < 2(k + 1) loglog(k + 1)) 


(log log k)5-! 
с у; 2kloglogkh™— 一 n 


к>с(є) 


^ 


P{2k log log k < e 2|e,|2 < 2(k + 1) loglog(k + 1)} 


A 


Ce? Efe? (log log e^! H(]es? > 2M exptexp(M/&))). 
则 可 得 对 任意 的 5 > 0, 


lim lim sup e25+2 > (oglogn) р 
Мә „р noes) nlogn 


< C lm lim sup e?’ E |e1(loglog lei? rar? 22M exp{exp(M/e?)}} 
7990 «NO 


= 0. (2.3.7) 


现在 开始 估计 D, 注意 到 Y o o!" (m) < co, 可 得 
m=1 
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т 
вир (> апі: Ң|аһ:е:| < €/2nloglog п} 


-coslkm<c 477 


—E Уа: {\aniei| < <Vinloglogn}) 


isl 


«C Y Elaniei)* |а) < e /2nloglogn) 


і= оо 


со 
=0 Y. Elame)’I{lanel € ev2nloglogn). 


d-—oo 


那么 由 引 理 2.2.2, 对 q > 2 我 们 有 ， 


1 = P(IS,, — ES,| > eV2nloglogn/4) 


(2.3.8) 


< Ce"(2nloglogn)-"? E|S, — ES, | 
< Ce-*(2ntogtog n)-¥?f ( > a, Be? I{\anieil < V2nloslogn)) 
š i=-00 
+E max loses assi < e alo og} } 
< Ce “4(2n log log n)~/?( У a2.Ee?I (Janiei| < «VInloglogn}) ШИ 


{=-оо 


oo 
+Ce~4(2n log log т) 9/2 > Eļani£1| I{laniei| € ev/2nloglogn) 


і=-00 


= +L. 


对 于 五, 选取 dg> 2 + 26. HER M > 4 K 0 < e <1⁄4,# с(є)—1 > Velo, 
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6 
y (log log n) Is 


n>c(e) nlogn 


A 


" E 
c > DD e *(2nloglogn)-*/? ( Уу; ad, Eet) 


n>e(e) і=—0о 


с У, (loglogn)^ n) 


n 7 nlgn ` 


A 


€~4(2n log log n) Y?n? 
n»c(e) 


A 


_q (log log п)#—4/? 
c 27 € «(loglogn) 4? 


n>e(e) nlogn 


оо 5-4/2 
cc- / (log log x) аг 
(9-1 rlogr 


A 


IN 

Q 

* 
а 


oo 6-4/2 
ы / (log log x) dz 
co rlogz 


< Ce- 人 у#—1/°ду = Ce-25-2M5-9/2+1. 
м/2е2 


因此 对 q > 2 + 26, 我 们 得 到 


Jim. lim sup e+? У Clen, <o lim М#—4?°%\ 0, (2.3.9) 
M 一 oo „о nlogn M>% 
n») 


对 于 u, 我 们 有 
Y (log log n)* 7 


" 
п>) " logn 


" оо 
< C У (og log n) ostonloglogm-92 y^ > Elanieil’ 


n>c(e) ј=14Є1,; 


I(|anieil < eV2nloglogn} 
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< 


A 


A 


(loglogn)? ~. а = 
C Y, gn "Onloglogn) «2 5 (М) ?Elel? 


n>c(e) j=l 


I{leil < ej + 1)? /2nloglogn) 


‘log log n) kad | 
cy Coe he c-r (nloglogn) 9 ) sj) "Ele 
n»c(e) j=l 


(j+1)(2n log log n)?/? 
Hk ge?lel? <k +1} 
k 


n] 


(loglogn) _ A ;ql 

CD Cogn "(2nloglogn) "^ У (81) Blea)? 
n»c(e) ј=1 

2(2n log log n)?/?—1 


> ЦЕ < Ple]? <k+1) 


k=0 


(ов1овп)° "E -4/2 N (T, yj I Ele la 
10 lo nlsn niogn * "(2nloglogn) Ушу Eleil 


(7+1) (2п log log n)?/? 
I(k < elei]? <k + 1) 


k=2(2n log log n)»/2 


Is + Ів. 


那么 由 (2.2.15), 对 于 Is, 选取 q > (2 v 26), 可 得 
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log | 
Is < Ce > eles (2n log log n)~%/?nE|e,|% 
n»c(e) 


2(2nloglogn)"/?—1 


X I{k < e-?lel? <k +1} 
k=0 
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从 


Ce? > (oglogn)" (2nloglogn)-*/ Eje; |? 
gn 

n>c(e) 

n-i 


У 1427/1 klog log k < e-?|ei? < 22/P+1(k + 1) loglog(k + 1)} 
k-o 


cet уу Y, CEE onioglogn) -Ele 
k>c(e) n=k+1 


IN 


1{2?/?+1k log log k < €~? |e, |? < 27/P+"(k + 1) loglog(k + 1)} 


к1-9/2 
< Сет“ уЗ (log log К)#—4/? Eje | 
k»c(e) logk 


I(2?/?*! kloglog k < €-?|e;|? < 22/p+1(k + 1) loglog(k + 1)} 


< Ce2Ele?(loglogle1l)s ] I (les]? > 2°/Р+1 M exp{exp(M/e?)}}. 


因此 对 于 任意 的 5>0 


lim jim sup e25+275 
Мә es\0 


< C lim. limsup e^ E [ei (log log |e1]?7!]1 (lei? > 2?/Р+1 M exp{exp(M/c?)}} 


= 0. (2.3.10) 


对 于 1o, 同样 利用 (2.2.15), 我 们 有 


ос 


= (log log n) ы 
< 9 AE. q/2 
Ie < Ce > i (2nloglogn) > 

n»c(e) 5 А k=2(2n log log п)Р/2 


ë 
> (81,5) "^ Ee Tk < Ple? < k+1) 
j=k/(2n log log n)?/2—1 
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72 


IN 


A 


A 


IX 


A 


A 


EJ 


= (log log n) x 
q аә, а/2 
Сє > nlog (2nloglogn) > 

n>c(e) k=2(2n log log n)?/2 


k 


一 (9-1)/p 一 
ааа Ele I(k < Plea P < k+1 
"(Gr Toglogny) е < le? < } 


Ce? 27 Оов")? (9n loglogn)~*/(2n loglog n 4-12 


k- 7/2 Bley RT(k < e7?|es]? < k +1} 
k=2(2n log log n)?/? 


5 E 
Ce? У оов). Gn loglogn)- "7 у (Əkloglog a) 9072 


n>c(e) к=п 
Ele, |91{27/?**k log log k < €~? |e, |? < 22/p+1(k + 1) log log(k + 1)} 


(log log т)? 
logn 


Cet (2n log log n)~!/?(2k log log k)- («- 0/2 


k>c(e) c(e)€n&k 


Ele |21{27/?*1k log log k < € 2|e;|2 < 22/p+1(k + 1) log log(k + 1)} 


cot У VE og log k)?-!/? (2k log log k) (9—1)/2 
k»c(e) log k 


E|ei A1 (22/7 k log log < €7?|ei|? < 22/p+1(k + 1) log log(k + 1)} 


Ce? 》 (kloglogk)!-*" (log К) (log log К)?! 
k»c(e) 


Ele [1 (27/7! k log log k < €~? |e, |? < 22/7* (k + 1) loglog(k + 1)} 


Ce E [e2(log log |e; 57! (les P > 22/7 M expfexp(M/e2)}}.- 
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那么 与 五 相似 ， 对 于 任意 的 5 > 0, 


jim, lim sup e25+2J6 


M> N0 


< Clim lim sup e E [e (log log |e1|)°~"] {ex |? > 2?/Р+1М exp(exp(M/&))) 
—9 N0 
= 0; (2.3.11) 
因此 根据 (2.3.10) 以 及 (2.3.11), 得 到 对 于 任意 的 5 > 0, 


1 6 
lim_limsup 2+? y^ (log log n) glenn) I, =0. (2.3.12) 
M—o N0 ise) nlogn 


最 后 综合 (2.3.7), (2.3.9) 以 及 (2.3.12), 此 命题 得 证 . 


§2.3.3 ”定理 2.3.2 的 证 明 


令 d(e) := exp( M/e?), 其 中 M > 1. 为 了 证 明定 理 2.3.2, 我 们 只 需要 证 明 以 
下 四 个 命题 . 


命题 2.3.5 对 于 任意 的 5> 0， 


lim c26+2 y gm- (ов бєл P(IN| > eViogn} = 


0 
м n=1 


(2.3.13) 


证 明 只 要 证 明 对 任意 的 > 0, 


EJ 6 (26+2) 
im 2042 (log п) "TES = g-2(6+1) Ё 
lime > PAIN > eevlogn) = q а 
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则 有 


оо 5 
lim ett 5 Оов") Pain| 2 qe log n] 
n=1 


оо 5 
= lg er f Сова) pui > qe vlog z)dz 


2(5+1) © 2541 (в+1)®+® 
= 2g-2(6+D li +1 P(IN| > y}dy = 47 Е 
24 СУАС (NI > y}dy = q S41 


命题 2.3.6 对 于 任意 的 5>0 及 M 5 1, RANA 


6 
lime y Cogn)” sup [Pt15,1 > zyn} - P(IN| > 21| =0. (2314) 
Ы n<d(e) = 


证 明 4 A, = sup, {P{|Sn| > s/n) - P(IN| > 23|. 由 引 理 2.24, 4 n — оо 
Bf, A, 一 0. 那么 就 有 


m б 
1 У; (log п) д, =0. 
=1 


im (log т)ё+1 < n 
因此 我 们 得 到 当 e \ 0 Bf, 


6 
és уу CEN рр] > жуп} — P(IN| > z)| 
mcd(e) x 


5 5 
ен у (ogn) An = ова) уут > ese) An 


n&d(e) n&d(e) 
1 (log т)ё 
< Mi Ў) An — 0. 
< $31 n 
Соно 2 
此 命题 证 明 完毕 . 


命题 2.3.7 对 于 任意 的 5>0 以 及 充分 小 的 e> 0, 一 致 成 立 


6 
jim e у` (бол) PUN] > eViogn) = 0. (2.3.15) 
EM 
n»d(e) 
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证 明 对 充分 小 的 e> 0 (与 M 独立 ), 有 d(e) >e 以 及 d(e) -1 > Vale). 那么 


2642 (log n)é > 
€ 22 = P(|N| > eViogn} 


n>d(e) 


A 


Ll J 6 
php бова) pan > ev/log rz} dx 
d(e)-1 


E25+2 


^ (log x)? 
—— P{|N| > evV/log z)d: 
| РИМ > eias 


I^ 


оо 
= af 26+1p(|N| > y}dy. 
yan" {IN| > y} 


4 M 一 co, 从 而 得 到 (2.3.15). 


命题 2.8.8 对 于 任意 的 5>0, 若 He? < oo 以 及 E [ef (log ei ^7] < oo, Я: 
2 


0 
lim lim sup e25+2 > (ов) pils, > ev/nlogn) = 0. (2.3.16) 
Mom No nq" 


证 明 此 证 明 与 命题 2.3.1 的 证 明 相 似 . 令 5, = > ап: Цане] < ev/nlogn). 
那么 对 > dle), 由 (2.2.9) 得 到 TUP 


E 
(nlogn)"2ES,| = (n1ogn)-/^| > aniBeirflauell > e/nlogn]| 
+=-оо 


< (nlogn)"? Y ， lanilBleilT{laniei| > eVnlogn} 
65 


< (nlogn)-""7nElei|I(àlei| > e /nlogn) 


< (nlogn)?nEleiI(lei| > ev/nlogn] 
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和 n'2(logn) (Ela P) ^ (P(es| > ev/nlogn)) 


= Eleil? Ela? 
1/2 1/2 1 = 1 
< nllogn) e(nlogn)1⁄2 elogn 


Eli? — «Ble |? 


< = 
^ elogd(e) M 


因此 ， 对 足够 大 的 M 以 及 所 有 的 n > dle), 我 们 有 (nlogn)-!?|ES;| < e/2. 那 


么 
P(|S,| > eVnlogn} 
< Pf{suplaniei| > eVnlogn}+ P (IS; _ ES/| > eVnlogn/2} := I + I. 
i 


ЖР h 以 及 任意 的 5> 0, 由 (2.2.10) 有 


6 
(log п) A 
n>d(e) 
logn)? = 
< > ( = ) >; P{|ani£1| > eVnlogn} 
n>d(e) [и 
боеп) ) < a 
< У! » > Р{|є\| > j/pe /nlogn) 
n>d(e) j=l ich, 
(log n) 
< У! DEM бз у (ting) У) Pikse kel) 
n>d(e) j=l k>j(n log n)P/2 
[k/(nlogn)?/*] 
(log n)? со 
< У (овп). У У) (@.)Р(Е< Plea? <k+1} 
n>d(e) k=(n logn)?/2 j=l 
(log n) = k 
< ховп) Ету = 
< > 5; ngay +) ?Pk < cle <k+1) 


n 
n>d(e) k=(n log n)P/? 
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i E 
< C У) (овп)? У) kUrP(k< eja <k+1) 
n»d(e) Vnlogn, | ogn)? 
1 2 
< c > (log) = 2 V klogk 


-P(klogk < €~?\e1|? < (k + 1)log(k + 1)} 


A 


су X (ogn) ИЕТ 


k»d(e) d(e)<n<k 


-P{klogk < e 2|e,|2 < (k + 1) log(k + 1)} 


IN 


C У) Vk(logk)- ? V/klog kP{klogk < e lel? < (k + 1) log(k + 1)} 


k>d(e) 


I^ 


C >  klogk(logk) 1 P(klogk < 72:2 < (k + 1)log(k + 1)) 
k»d(e) 


IN 


Ce? Ele} (log le] (lI? > M exp{M/e?}}. 
由 此 得 ， 对 任意 的 5 > 0, 


lim lim supe25+2 > (овп)? р 
Moo N0 n 
n>d(e) 


< C Jim, limsupe” Е [е (log lex|)*~"}7 (lei > Мехр{М/е}} 
= 0 (2.3.17) 


对 于 D, 与 命题 2.3.1 相似 ， 由 引 理 2.2.2, 对 q > 2, 有 


Ij = P(|S; — Е$, | > eVnlogn/2} < Cc-*(nlogn)-*/? E|S; — ES, |" 
i 
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ос /2 
< Сеп) ^ (( > a, Be? ане] < eVnlogn)) 
#=—оо 
+B max еше < ev aloe} } 
í 
= 4/2 
< Ce-4(nlogn)-*/?( Y а2,Е=1 |а| < eValogn}) 


记 一 oo 


оо 
上 +Cers(nlogm)-9/2 ЎЎ Elanieil I{laniei| < eVnlogn} 


这 一 co 


= +L. 


对 于 D, 选取 q > 2+ 26. 注意 到 d(e) — 1 > Vd(e), MA 


1 Ы 1 
У (овп)? р < c> Gies. *(nlogn)^ 4/2 ( (X а, Ec? 
п>) " n»d(e) i=—00 
«C y ‹ (oan) — En logn) %/2n8/2 
n>d(e) 
_4(їовп)#—4/2 
< C Y ca 
n»d(c) n 
< ce k (ова)? v 
< Ce 
d(c)-1 T 
€ Oc? (logz) v? iy 
< 
LTO) т 
ос 
< ces funt 
M/22 


= Ce-mi, 
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因此 对 q > 2 + 26, 得 到 


2642 (logn)* А 6—q/2+1 
lim limsupe J — hR < С lim M?^* =0. 
Mo «0 n Moo 


n>d(e) 


对 于 а, 同样 的 和 命题 2.3.1 相似 ， 我 们 有 


IN 


IN 


A 


IN 


ó 
(ов) y, 


n>d(e) 


(2.3.18) 


А оо 
C > Coen -an logn)-? $^ > Е але: |а| < eVnlogn} 


n>d(e) j=lieT,; 


c y, sn). УУ ЖЕЛ. 


n>d(e) j=) 


I(|eil < elj +1)? /nlogn} 


(овп)? .., у j-a/P 
C > e (nlogn) 1? Y (t,;)j "Ele? 
n»d(e) j=1 


(2+1) (пок n)?/? 
У) o geek) 
k=0 


су Gen, ~4(nlogn) 2237» ); 4? Els l 
n>d(e) j=1 


2(nlogn)?/2—1 


У I(k<<"?|aP <k+1) 
k=0 


1 
+о D O89 окп) 3 ir. jj Еа 
n>d(e) j=) 
(j+1)(n log n)?/? 
»» I(k& eje? <k +1} 


k=2(n log n)?/2 


Is + Ie. 
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那么 对 于 Is, 由 (2.2.15), 选取 q > (2 v 26), 得 到 


Ts 


A 


8 
ces У) Оов овп) 92е, 
n>d(e) 


2(nlogn)”/2-1 
У Цк<е? еа? <k+1) 
к=0 


^ 


Ce? > (log n)*(nlogn)- *? Ble, | 
n»d(e) 


п-1 


TI{22/pkloglogk 和 e ?le < 22/9 (К + 1) log(k + 1)) 
k=0 


оо 
Cc? » » (log n) (п1овт) 7/2 E|ey|* 
k»d(c) n=k+1 


A 


1{2?/Pk log k < e 2|e)|2 < 22/P(k + 1)log(k + 1)) 


IN 


Ce* Y klog k)? Ele, |" 
k»d(e) 


1{2?/Pk log k < e ?leil? < 2?/?(k + 1) log(k + 1)) 


A 


Ce~?B [3 (log ei! ] (le P. > 222 M exp{ M/E2}}. 


因此 对 于 任意 的 5 > 0, 


lim lim supe25+275 
M-o No 


< C lim _limsup cE [e3 (log e: ] Ileil2 > 2"? M ехр{М/е2}} 
М-ос eNO 


= 0. (2.3.19) 
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对 于 Js, 再 利用 (2.2.15), 有 


а (овп) "E 
Ig < Ce > z (nlogn) 
n>d(e) k=2(n log n)P/2 
РА 
3D — Mhp Ее" « ее < +1) 


j-k/(nlogn)»/2—1 


I^ 


6 
Ce? > (logn)? (nlogm)-2/2 
п>) " 
S k 


а! 


k=2(n log n)P/2 
= Ce? > (logn)*(nlog n)-*/ (nlog n)(«-?/2 
n>de) 


E 
k-G-V/P Ble [ак S ele)? < k 4-1) 
k=2(n log т)р/2 


1 
nlogn 


IN 


Cc? Y (овп)? 


© 
DY (klog k)- 4-9" g|e,[e 
n»d(e) к=п. 


T(22/Pklog k < €~ |e |? < 2?/P(k + 1) log(k + 1)) 


1 
сєз У У) (овп) (klog k)~ 9-9/7 Eje, |e 
k»d(e) d(e)<n<k OR 


I 


1{2?/?k log К < e 2|e)y|2 < 2?/?(k + 1) log(k + 1)) 


IN 


Cc? Y Vk(ogk)'-!/"(klog k) 49/2 || 
k»d(e) 


1{2?/Pk log К < 7242102 < 22/P(k + 1)log(k + 1)) 
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= Ce? У (klogk)!-*" (log k)? Ele? 
k»d(e) 


1{2?/Pklogk < e-?|e;? < 22/P(k + 1) log(k + 1)) 
< Ce Efe} (log le157!] I{le1|? > 22/PM exp{M/e?}}. 
那么 和 证 明 15 相同 ， 对 于 任意 的 ó > 0, 
lim lim supe25+276 
Мо ко 


< C lim limsupe E[e} (log ei^] (lI? > 2°/7РМ exp{M/e?}} 
Mo ео 


= 0. (2.3.20) 
所 以 由 (2.3.19) 及 (2.3.20), 对 任意 的 5 > 0, 我 们 得 到 ， 
ó 
lim li 26+2 овп)? 1, =0. 2.3.21 
de mape у; би” eam 


最 后 结合 (2.3.17), (2.3.18) 以 及 (2.3.21), 此 命题 得 证 . 
§2.3.4 EH 2.3.3 和 定理 2.3.4 的 证 明 


证 明 此 证 明 除了 一 些小 细节 外 , 与 定理 2.3.1 及 定理 2.3.2 的 证 明 相似 .比如 ， 
在 证 明 过 程 中 我 们 用 引 理 2.2.3 去 代替 引 理 2.2.2. 
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第 四 节 ”由 负 相 伴 序列 产生 的 线性 过 程 
的 矩 完 全 收敛 性 


82.4.1 ”介绍 和 主要 结果 


假设 {ei; -oo < i < оо} 为 一 同 分 布 的 NA 随机 变 基 序列 ， 均 值 为 零 ,方差 
AR. Sn = SO Xk,n >1, Др {Хк > 1) 定义 如 (2.1.1). 
k=1 


Zhang (1996) 得 到 了 关于 线性 过 程 完 全 收敛 性 的 结果 一 定理 2.A. Yu 和 
Wang (2002) 也 讨论 了 NA 假设 下 线性 过 程 的 完全 收敛 性 问题 ， Liang (2000) 得 
到 了 一 些 关 于 加 权 NA 随机 变量 序列 的 完全 收敛 的 一 般 结 果 ， 其 中 也 包括 了 线 
性 过 程 . 

当 {Хь;К > 1) 为 服从 分 布 ,均值 为 零 ， 方差 为 正 且 有 限 的 iid. БИЛЛЕ 
序列 时 ， Chow (1988) 得 到 了 定理 2.E 这 种 关于 和 矩 的 完全 收敛 性 结果 ， 王 定 成 
和 苏 淳 (2002) 还 讨论 了 В 值 独立 同 分 布 随机 变 元 序列 的 矩 完全 收敛 性 

本 节 的 主要 目的 就 是 为 了 证 明 在 NA 的 相依 假设 下 线性 过 程 关 于 此 种 形式 
的 矩 完全 收敛 性 结果 也 同样 成 立 . 


定理 2.41 假设 {Xk > 1) 定义 如 (2.1.1), HP {ai-oco < i < oo) 为 一 
实数 序列 满足 la] «oo UR (е; -co <i < оо} 为 一 同 分 布 的 NA 随 


i=- 
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机 变量 序列 满足 Eel = 0, Ee? < co. А h(z) > 0(z > 0) 为 一 缓 变 函 数 及 
1<р<2,т>1+р/2. MAK Ее |") < oo, 则 对 所 有 的 e> 0 RE 


mr 人 PVPh(n)E{lSn| — en"), < оо. (2.4.1) 


n=1 


i241 令 ak = l,i = Бак = 0,3 £ k,1 < k < n, MA Xk = ek, 

Sn = УХ, = ek. TRA {Хк > 1) 为 一 同 分 布 的 NA 随机 变量 序列 
k=1 k=1 

时 ， 在 某 些 适当 的 条 件 下 (2.4.1) 同样 成 立 . 


注 2.4.2 有 


Š 
у nr/p-2-1/Ph(n)E(|S,| — en"). 
n=1 


" 3 
Уп) f P(|Ss| — enV? > z)dz 
0 


п=1 


oo o6 
= f У n"/?-2-1/P h(n) PE Sa] > (e + ўп\/Р}п!/Рду 
9 n=l 


f У nr/P=2h(n)P(|S,| > (€+ y)n™P}dy < оо. (2.4.2) 
0 n=1 


从 [2.4 别 可 以 看 到 ， 我 们 得 到 的 和 矩 完全 收敛 性 是 可 以 推出 完全 收敛 性 
的 ， 这 就 意味 着 ， 在 定理 2.4.1 的 条 件 下 ， 结 果 (2.4.1) 可 得 对 所 有 e > 0 
成 立 


оо 
У п"/”-2һп)РҶ|5] > en1/P) < oc. 


п=1 


§2.4.2 ” 引 理 和 定理 的 证 明 
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以 下 这 个 引 理 非常 有 用 . 证 明 参见 Shao (2000). 


引 理 2.4.1 + {X51<i< 叶 为 一 NA 随机 变量 序列 均值 为 过 29% 
ATR. kas SOX Lebens UL в, = ENE ABZ. at PA ay z > 0 
A y>0, 


2 
T 
P(max|Sk| > =) < 2P(max|Xs| 2 y) + 4ехр{—ер-} 
B, z/(12y) 
DY 24.3 
(am) me 


定理 2.4.1 的 证 明 记 ani = Уан 那么 xx = s амы. Ф X = 


i=—00 


(Еє2)-1/2, 则 由 (2.2.9), B, = x a2 Ez? < nA?. 在 引 理 2.4.1 中 取 y = бт 


i=-00 


(其 中 8 > 0, 其 值 待定 ), 那么 


Dns rh(n) BA Sq| — en), 


n=1 


= Улат) L, P{|Sal > zjdz 


m=1 


^ 


© 
Ys 2—1/ph(n V. {2P{max|aniei| > 82} 
M» 


?n-13? 1 


T 
ер а) + Goa 


) 934; 


- Ў ne-a- VPh(n) TA (а +1 + I3)dz. 


п=1 


对 于 五 以 及 1<p < 2,r > р, 注意 到 Ller|"h(\er|?) < оо, 那么 由 (2.2.10), 
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我 们 有 


Soni 2-1/Ph(n) Idx 


eat єп1/> 


^ 


э] >»-®-\дл) hs. > Pllaae,| > pzjdz 


n=1 


IN 


n=l 


CY ne- vm) [^ x: P{lane1| > zjdz 


A 


сут enn) [^ У Y Plier > joyas 


peni 5 ёт, 


^ 


сў" 21) [7 hx Hs) Y, Pile < k+ 10) 


Beni/p k>jaP 


ос [k/zz] 


Y У) ns) Plk < eal? < k+ 1}dr 


k=En] j=1 


I 


caen 1/Ph(n) V. 


enl/p 


I^ 


nM? y 


ст Prin) [T E 1 /Pk € lal < b+ lee 


IN 


cine 1/ph(n) > kl/pz-1P(k < les]? < k + 1)dz 


Bent/P ^. {zn] 


A 


ef” 11) Ў kVP?5-! Pik < |є\|Р < 大 十 1}dzdt 
1 


Вер 人 一 一 [zzj 


4 у= Ba! 


IN 


c[ v r- фә) Í” Ў kPa! P(k < eil? < k + 1)dzdy 


У кшт] 
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«c / ^( [ "y hy )ày) > kUPz-1 P(k < ley? < k + 1)dz 


k-[z*] 
«c [5 атанат) Š RUPP Ee < |Р < k+ 1)az 
k=l[z=>] 


А 


со 
< CY EPP(E «|a <k+1) / 2’ 2h(zp)dz 
k=0 1 


E z 
< CY k"PP(k < ler? <k +1}(k 1) 77 h(k +1) 


k=0 
со 

< CY D'?h(k 4 1)P(k < || < k +1} 
k=0 


< CElal'h(ei) + 1 < оо. 


现在 来 估计 b, Xr» 1 p/2, 有 


> mnr/p-2-1/ph (n) Һат 


eni» 


A? 
Jdzdy 4 t= 227! 


ox оо aiy- 
€ af y"/?-2-UPh(y) exp { 一 
1 "m 


2 
< ef” Vy /P72 Mp+t1/2h(y) 171? exp Í = Satay 


yii 
(enam D 
ef (f yr /p21/p+1/2h(y)ay)t- exp [ — 2 jat 
€ 1 


оо 2 
< OC(r/p- 1/2 -Apy? f enar 0-9) exp { — 5 Jat < о. 
A 


є 


对 于 Is, 在 假设 ">1+p/2 下 有 тс < 6 а Re 有 8 满足 0< 有 < 


КЕЕ 
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2 一 
——P ЖА 


12(r — p) 


IN 


A 


I^ 


A 


A 


со со 
Y п'/Р-2—1/®(п) Ваг 


n=1 ent» 


оо оо 1 1/028) 
т/р—2—1/р| АРЕНЕ 
E / y ho) J are (sen) 


оо оо 1/(128) 
r/p-2-1/p, um NX di 
ef y мә / (п) dady 


оо оо 
of y7/P-2-1/p+1/(128) (y) f 2/9) dady 
1 Ë 


ТА 


с f P jrlp-2=1/p+1/0128)-1/(68P)+1/Ph (y) dy 
1 


° rapa 
cf y -iir h(y)dy < oc. 
1 


这 样 对 1<p<2 及 7>1+p/2, 最 后 得 到 : 
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° 
Yo nr/s-2-1/Ph(n)E(|S,,| — enV?),. < оо. 


n=1 


dy 


第 三 章 ”由 IID. 序 列 产生 的 线性 
过 程 关 于 和 矩 的 精确 渐 近 性 


第 一 节 引言 及 引 理 


假设 {вр -ce < i < co} X iid. 的 双 测 无 穷 随 机 变量 序列 ， 均 值 为 零 ， 方 
FARR. 线性 过 程 {Xk;K > 1} 定义 如 (2.1.1), 其 中 (a; -oo < í < оо} 为 一 绝对 
可 和 的 实数 序列 


在 第 二 章 的 第 二 节 以 及 第 三 节 中 ， 我 们 已 经 分 别 讨论 了 线性 过 程 (2.1.1) 关 
于 完全 收敛 性 和 重 对 数 律 方面 的 精确 渐 近 结果 . 

另 一 方面 ， 矩 完全 收敛 性 问题 是 由 Chow (1988) 提出 的 ， 并 讨论 了 iid. 随 
机 变量 序列 的 矩 完全 收敛 性 ( 见 第 二 章 定理 2.E). 王 定 成 和 苏 淳 (2002) 讨论 了 В 
值 独立 同 分 布 随机 变 元 序列 的 矩 完全 收 剑 性， 而 藉 烨 博士 论文 (2004) 则 讨论 了 
iid. 随机 变量 序列 关于 和 矩 的 完全 收敛 及 重 对 数 律 方面 的 精确 渐 近 性 质 . 


本 章 的 主要 目的 就 是 为 了 证 明和 矩形 式 的 精确 渐 近 结果 对 线性 过 程 也 同样 成 
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立 . 第 二 节 中 我 们 得 到 了 甜 形式 完全 收敛 的 精确 渐 近 结果 . 第 三 节 则 得 到 了 关 
于 和 矩 的 重 对 数 律 的 精确 渐 近 结 果 . 
下 面 这 个 引 理 是 关于 线性 过 程 的 中 心 极限 定理 (CLT). 


引 理 3.1.1 假设 (c5 -oo <i< co} 为 满足 Be1 =0 及 Ee? = o? 4 iid. Ж 
机 变量 序列 。 {Хк > 1) 定义 如 (2.1.1), 其 中 {ас -оо <i< co) 为 实数 
序列 满足 У ja] < оо. 那么 线性 过 程 {Xk} 服从 CLT, 即 ， 


S, 
туп 


马 N(0,1)， ЖФ r=0- > а. 


i=-00 


证 明 由 Yang (1996) 的 定理 3.1, 马上 可 得 此 引 理 . 


以 下 引 理 是 关于 线性 过 程 Berry-Esseen 形式 的 不 等 式 ， 参 见 Hall (1992). 


引 理 3.1.2 假设 {Хк > 1} 定义 如 (2.1.1), HP {ai;-co < i< oc) 为 一 
实数 序列 满足 У ja] < oo UR {ei; -00 <i < co} 为 满足 Ey = 0 A 
Be} < oo 的 iid. MAR EMA. MA Elei < оо, 那么 


sup |Р(5„<тт\уп)— P(N < z)| < Cn” 12 Ele). (3.1.1) 
— 
注 3.1.1 从 (211) 马上 可 得 
sup |P(|Sn| 2 ттуп) — P(|NI 2 z)| < Сп-1/2Е |е |2. (3.1.2) 
0<т<ос 


下 面 这 个 引 理 非常 有 用 . 
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引 理 3.1.3 4 (X;l<i<n 为 满足 均值 为 零 ， UFR AIR iid M USE 
ERA, LB d>2, WR ЕХ < x. £ S, = X, Z В, = Y EX. 
么 对 所 有 的 了 > 0, E 


P(|Sn| > z) < 2(1 + 2/4) Y sx, |a/za + 2exp(— 


i=1 


@ TAE Boo 613) 


引 理 3.1.4. 3E (Xu; k > 1 定义 如 (2.1.1), 其 中 (а; оо <i< o0) 为 一 
数 序列 满足 Y Jai) < oo 以 及 {еш -oo < i < оо} 为 一 独立 同 分 布 随机 变 


量 序列 满足 Ee1 =0 A Ee? < оо. 假设 Ell «oor > 2, 则 对 p> 2, 有 


日》 X«I? < CnP/2. (3.1.4) 


k=1 


п п n оо 
证 明 ФХ,= Tio Wet, S, = Ух, S, - ух, =J J ajej, 有 
t=1 t=1 


t=1 j=0 
к “k о 

$ = X = У у аде 
t=1 t=1 j=0 


k-t k EJ 
= E aja +X Y aje 


t=1 j=0 t=1 j=k—t+1 


k t-i 


= VO ae HAS аз). 


t=1 j=0 t=1 j-k-tel 


k оо k oc 
BH 8—5 = - (Уан * 4 DO aja 那么 由 Cr REK, 对 于 


t=1 jet t=1 j=k—t+1 
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p22, 
1 |Р 
TAE max Sk — Sel 
k оо к оо 
= INC 》 aye- УУ ye) 
тр/2 аст j=k—t+1 t=1 j=t 
1 k оо 
LAM PE a)l” 
ыда Ie Se + BS, ses DP) 
会 ce max IP +E max ШР). 
np/2 1<k<n 
首先 ， 由 Minkowski 不 等 式 以 及 控制 收敛 定理 ， 
1 1 k oc 
P = —. 
wer? ken ах II PAE gg, 12 Da ше d 
оо j^k 


= sae 2,1272 est 
j=1 t= 


j^k 

< >пф! oil{ max ГУРУ 

< sms olchy Amb, 

< c( lal An)/n)*)” =00) (3.1.5) 
j=1 


后 ,将 I 分 成 两 部 分 ，I=Ix, +I, 其 中 
Ik, = аву +a2(Ek + Ek—1) +*+ + ak(Ek + +E) 
以 及 


ka = (акъ 十 ак+2 十 "…)(Ek 十 … 十 E1). 
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S {Pn} HREH n> onf, рь 一 оо 以 及 pn/n 一 0 的 正 整数 序列 ， 那 么 ， 


1 

Е max eis ya Р 

пә” дах Пы)? 21991 wore” mm a+. ек] 
p 


Р 1 
; P 
+( 2; lel) F BE, ax ler +--+ + enl 


j>pn 


< co Cy? e c( X lal) = об). 


Ij>pn 


对 每 个 1< m < k, E X. Ty, m = a161-- a(8k - 8x1) +: Gm (Ek ++ Ek ma); 
我 们 有 ， 


08 
wer” Bex, aa < n»/2 2» la; E. max ler + 6k mall? 
j= 


on 1<k<n 
ш m 
< сбыту (3.6) 
ј=1 
以 及 
k 
Bax anl = ml tt ens) 


k 


< ; “+ А 
< „юш 5. | 
ј=т. 


< ( > lojl max lex eei 


maken, 


k 
+1 max ( >. aj) max (e1 十 +ek-i)l 
ј=т+1 
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» 
< (> 1821) max |ex +--+ eal 
ј=т+1 


+ ы) „тах max |е, tes Erl 


х Ў la;l) mex, lek +--+ el. 


j=m+1 
因此 
TAE mex Mam ы)” < È aj E max lek + + aP 
jam 
n 
< 4C( У а). (3.1.7) 
j=m+1 


令 m = [Vn], 由 (3.1.6) 和 (3.1.7), 可 以 得 到 一 万 Ils, P = о(1). 那么 


ues token 
1 
É Tk; |?) = o(1 AE 
zn max Ш” < Cos (E max [P +E max Ma) = o(1). (3.1.8) 


再 由 (3.1.5) 和 (3.1.8), 我 们 可 得 
Ik- SiP 0 (n— oo). (3.1.9) 


P т, 


因此 得 到 


m" m 
=> z /2 /2 
E max 1817 = E max. (ena < C a Pr? «Cw, (8110) 


根据 (3.1.9) 和 (3.1.10), 证 得 Е max ISI? < Cn?/2. 
— 4 р/2 
Je) Е ax I5. < Cn". 
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第 二 节 BLLD. 序列 产生 的 线性 过 程 
和 矩 的 精确 完全 收敛 性 


83.2.1 ”介绍 和 主要 结果 


记 S, = SO Xen 之 1 其 中 {Xk;k 之 1} 定义 如 (211). 下 面 为 我 们 的 主要 
k=1 


定理 3.2.1 假设 {Xk;k>1} 定义 如 (2.1.1), 其 中 (а; оо < í < oo) 为 一 实 
数 序 列 满足 > lai] < oo 以 及 (ei; -oo < í < oo) 为 满足 Ee = 0, Ee? < co 
的 iid. 随机 变量 序列 . 假设 Eli? < оо, 则 对 1<p<2,r>1+p/2, 著 


Ele" < oo, 那么 


E 
im 2(r—p)/(2—p)—1 r/p-2-1/pp — єп!/Р 
lime > n E(|S,| — en!/?)., 


п=1 


p(2 — р) 2(r—p)/(2-p) 
= PU P) Бүр"), 3.2.1 
Cpr -pa 21 92) 


其 中 过 服从 均值 为 0 FEA P sh (Y. a 的 正 态 分 布 


i=-00 


注 321 4 ак = l,i = ак = 0,i Z k,1 < k < n, MBA X, = ex, 
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ay =} oe 因此 (3.2.1) 在 适当 的 条 件 下 ， 当 {Хк >»1} A iid. 
k=l k=1 
随机 变量 时 同样 成 立 . 


83.2.2 ”定理 的 证 明 


不 失 一 般 性 ， 下 文中 我 们 假设 = 1. 令 а(є):=є-Р/@->»). 定理 3.2.1 可 由 
以 下 几 个 命题 得 证 . 


命题 3.2.1 Ж1<р<2, т>1+р/2, MA 


oo 
lim ee-! Your Me {|| = en?/P=1/2} 


Б) = 


= »(2 — p) apa 3: 
Te-»G-»-: 7e 622 


证 明 由 ">1+p/2, 可 得 


oc 
lime FZ упт 2-0 (| — en?/P-1/2} + 
E 


n=1 


= lim oP = 了 P(IN| > t)de 


= єпї/»-1/2 


an оо oo 
= lim =P арау P(IN| > t}dtdz 
ENO ү B 


1P 一 1/2 


2p c ш sep [^ 
= 一 一 = P{|N| > 
зра, 52 "| PUNI ау 


2p а t ar- a 
-— li P >t = t 
зр ОРАН» Mv * dydi 
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__2р (2r-p» Y, [ры дю, 
= (= 1) mj (AP e EP) P(IN| > that 


2p ^ © а-в) у 
Se <s = > 
ue EP -1p{|N| > that 


2-р pem 
~20—p) = a2 pM 
p 2-р xm 
Top m pert (3.2.3) 
命题 得 证 . 


命题 3.2.2 A3 1 « p «2, т> 1 p/2, XP < oo Z. M > 2, 我们 有 
lim e 52-1 > Tir/P 一 2 一 1/P 


© n<a(e)M 


|8018. 一 enl/p}+ — nV/2E{IN| — en¥?-1/2},|=0. (3:24) 


证 明 容易 看 到 


є?(т-р)/(2-р)-1 > п'/Р-2-1/р| Е{|5„| — ті) 
n<a(e)M 


-n P E(JN| — en?/2=1/2} | 


< D/Cn 和 p/P- |" Р{|5„| > enV? +zjdz 
n<a(e)M 
оо nl/p-1/2 
+/ P{\Sn| > enil? + ahaa т ( f P{|N| > єп\/Р-\/? + z)dz 
ni 0 


+ f P(|N| > enl/P-1/2 +z}dz)| 
К 


ipia 
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< MEDI Y nr-2-imi2 


nga(e)M 
nt p-1/2 


( f IP(IS,|/ Vn > enl/p-l2 + к} — P(|N| > en??? + a} ide 
0 


> 
+ [7 PUS n> es + т}йл — PAIN] > en??? за) 


< er-»/Q-p-1 »» mr/P-2-1/P+1/2(Anl 十 Anz). 


n&a(e)M 
由 (3.1.2) р>, 
Au = f \Р{|5„]/ vn > єпї/Р-\# + z] — P(|N| > en!/p-1/2 + аг 
0 
< nV sup |P{\Sql/vn > z) — P(IN| > z} 
0<2<co 
< CnVP-V?4-M2 = CnP 0, 当 n> oo. 


由 引 理 3.1.4, 对 a > 2, supElSn/Vmls < ос. ВН Markov 不 等 式 ， 当 z > 
ni/p-1/2 时 ， 有 


|P(IS,|/ n > en/P-1/2 + т) — P(N| > en/?-1/? + z)| < Сх". 


则 
5 
PES f |P{|Sn]/ VT > єт1/ 102 + z)dz — P{IN| > en!/?71/2 +zjldz 
M 
= 
< f Cn “dz 
ni/p-1/2 
< Сп@/Р-1/®(—е+1) ‚б, щ noo 对 于 1<a<2,1<p<2. 


定义 An = Ani + Anz. 那么 有 


m 
m-r/p+1/p+1/2 > mr/p-2-1/p+1/2 A. — 0, 当 m — oo. 


т=1 
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因此 得 到 


lim e?(r-p)/(2-p)-1 > ni/P-2-1/P| E(|S,| 2 еп}. 
n<a(e)M 


—n? E(|N| — en'/P-3/2} ,| 


= lim e -»/0-5-1 /p-2—1/p41/2 
= lime r—p) р) У? n/P p- An 
nga(e)M 


A 


п'/Р-2-1/р+1/2 д 
nga(e)M 


= 0: 


命题 3.2.3 假设 El «oc. Hl <p<2@Rr>1+p/2, RMA 


i i 2(r-p)/(2-p)-1 т/р—2-1/р 
in, Himsup€ > n 
n>a(e)M 


[608.1 ene), — п/ЗЕ{М| — п 0), | = o. 


证 明 只 要 证 明 对 充分 小 的 0 < e < 1, 一 致 成 立 


к є2(т-р)/(2@-р)-1 У nt /P-2-1/Py/2 E(|N| – en1/p-1/2)_ = 0 
n>a(e)M 
以 及 


lim lim зур 2-?)/(2-P)-1 > n'/?-?-1» E(1S,| 一 enVP}+ = 0. 
M= «0 w 
a(e)M 


lim gr-»/0-p»-1o(e) My'/»71/2-1/|a(e)M]71/ P121» 


(3.2.5) 


(3.2.6) 


(3.2.7) 


注意 到 对 M > 2 及 0<e<1 有 aloM -1 2 a()M/2 .我们 马上 有 当 
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М — co Bf, 对 1<p<2,7>1+p/2 以 及 0<e<1 一致 成 立 


IN 


A 


eXr-»/0-»-1 > nr/p-2—-1/pn1/2 E(|N| e ena/p-1/3] 1 


n>a(e)M 
tes оо 
Е [ кад / P{|N| > z)dzdy 
a(c)M—1 má 


Eros i p J : P(|N| 2 z)dzdy 
а(е)м/2 


сул/»-1/ 


z IN а аш Т P(IN| > z)dzdt 4 t= ey!/2-1/2 
2 — p Дмузуа-»)/з» А 


2p se - 
P{|N| > z) t2(r-p)/(2-P)-2dtdz 
2 — p J(m/2)2-»)/2 (M/2)(2-»)/29 
ЕЗГЕГЕ о 
On ra т?@т-»)/@-›)-1р{|ү| > zldz 
2-р 2-р ) м /2у@-»)/з» (IN| 2 z) 
一 0. 


这 样 (3.2.6) 得 证 . 


接 下 来 ， 注 意 到 


o п 


п 
>x, = > Уан, 
k=1 


i-—ook-l 


n 
jd ам = Y anti. 那么 
k=l 
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对 1<p<2 及 1+p/2<"r<2, 注意 到 Eli? < oo, WH (2.2.9), RTA 


s: 
I =: P» n'/272-UPE(| > anici — т}, 
n»a()M Parmam 
8 és 
= Y nu (А P(| У) ача] > 2)dz 


" 
n>a(e)M m ¿= 


со оо 2 2 
c > nr/p-2—1/p Ee- tril ds 
n>a(e)M mie. > 


A 


< С УХ nr/p-1-1/p(en1/p)-1 
n>a(e)M 


[o] > e 1nr/p-1-2/p < Ce™! (afe) M)"/P-2/P 
n>a(e)M 


= Ce-2(r—P)/(2-P)+1 yg (r-2)/P 
xt 1 <p<2R1+p/2<r<2, 我 们 得 到 
lim limsupe?"-»/0-2-!r& lim CMC-2/» = 0. (3.2.8) 
M-o No M=% 


对 1<p<2 及 r>2, 定 义 


Y; -YJ(Y] > z) -EXI(Y| > z), Y, =®-Ү;, 


> nr/p-2—1/p E(|S, | — еп}. 
n>a(e)M 


= 
= YD тюе» [С рів, > shee 
n>a(e)M eni/r 
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»» nr /»-2- wp. P(| Э Y; + > Y; | > z)d= 


n»a(e)M TN too 


I^ 


Y weh f. (Pü > Y > z/2) + PQ X Y| > 2/2))dz 


n>a(e)M 


> т'/Р-%-1/Р(1, + B). 


n>a(e) M. 
利用 引 理 3.1.3, 有 


n'/p-2- VP, 


n>a(e)M 
< € у] оте € [ 
n»a()M mus, 


(2-7 Y Blameil {аме > z) + exp(- C777] à 


[m 
一 : x nr/p-2-1/p(], + L). 


n»a()M 


首先 对 于 B 以 及 > > 2, 由 (2.2.10), 我 们 有 


У п'/Р—2-1/р], 


n>a(e)M 
= 
= c 5 su f. z+ YU көше ме > zz 
n>a(e)M m” ш» 


оо 


< c Y) wee ue [^ 27. Y, Еее |е > zi?}dz 


n>a(e)M ant ушер, 
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从 


A 


A 


IN 


IN 


IN 


oc 


C > wee 


оо 
€ I,,)j 7P 
"d ЭС 2) 


n»a(e)M ba j=l 


у) Elek < lei? <k+1}de 


k2ja? 
> оо 
€ У) тюе» f z у; 
m>a(eM mp кш 
[к/г?| 


Y (81) Ela ИҢЕ < ler? < k+ 1)dr 


3=1 


C У аж! 


nM» 


оо 


E 
Et 


n>a(e)M “ k=[z?] 
(k/2?) 

У) GL) Elite < la < k + 1)dz 
j=1 
C > stre |? 

n>a(e)M ent» 


“= +1)/P Ble, «Е < lei? < k + 1dr 


Oo oo оо 
c y! P717 VP / 2777 У RMP es Е < er? < k + 1)dzdg 
ey! 


‘a(e)M/2 к 


4 t= ey 


Gert! ү pa [es 1 
«(a(c)M/2) /» t 


E 
Y. FER «|a < k + 1)dzdt 
k=[z”] . 
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оо z 
< cert ji ( f 17240): 
2-1/ре-Р/(2—р) MV». Ј2-1/ре-р/(2—р) МІР 


E 
У) к!/РЕ|єу|#Г{Е < lal? < k+ 1)àz 
大 =[zz] 


Е 5 
< Cert f 2772-9 V KP El PI < lei]? < k+ 1)dz 
2-1/Pe-P/(2-p) M1/P 


k=[z?) 
со 
< Oc" E КЇ/РЕ|єү|#1{К < |esl? < k +1} 
к=(1/2є->?/@-») М] 
(к+1)!/> 
. f Zr-2-9dz， 
2-l/pe-p/(2-p)M1/p` 


(к+1)!/> 


27—2-94т. 34 r > 3 时， 容易 得 到 


12—1/рє—Р/(2—р) M3/P 


ДАФФ q = 2, BX A= 


nt/P-2-1/P J, 
n>a(e)M 


< Qc ух k(-2/» Bley 2I(k < 61Р < k +1} 
к=[1/2е->?/@-») M] 


< Се-Т+\Е|є\ {ез| > 2-7 V/pg-p/2-p) M1/P}, 
由 Ele" < co, 则 对 >>3 


lim limsupe?"-2/0-2-1 У n/p PR < C limsupe?" 9/07» = 0, 
M 一 oo «0 n> OM eN0 


(8.2.9) 
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当 2<r< 3 的 情况 , RITA A < Ceo 9/079» МСЭ), 那么 


YD wem» 
n>a(e)M 


< Qe r+le-p(r-3)/(2—p) yg (r-3)/p 
ос 
> k!/pE|e |? I(k < lf? < k +1} 


kz-[1/2e-7?/2-5) M] 


< Ce-"tle-p(r-3)/(2-p) M(r-3)/P Eje, |BI(|e,| > 2-1/pe-P/(2-P) МІР). 
H Ele? < оо, MX 2 < r <3, 


lim lim sup €2("-?)/(2-P)-1 Уз, n"/P-2-1/P T 


Moo eNO m>a(e)M 
< C lim limsup e?"~?)/(2-P) ¢-P(r-3)/2-») M(r-3/? = 0. (3.2.10) 
Моо eN0 


因此 , 对 1<p<2 及 >>2, 根 据 (3.2.9) 以 及 (3.2.10), 立即 得 到 


im li 3(r-p)/Q-p)-1 r/p-2-1/p7 = 0. 2. 
im. lim sup e > n 13 = 0. (3.2.11) 
n>a(e)M 


现在 来 估计 Д, 对 r > 1+ p/2, th т/р-1/2-1/р= ZP > 0, 有 


2p 
> n'/p-2-V»], 
n>a(e)M 
оо 
= С > а-а f ехр{-Са2у-!}іхау 
n»a()M ms 
oc оо 
< c у"/?-2-0р exp(-Cz?y^!]dzdy 4 t= 1247! 
a(e)M/2 уу» 
оо оо 
< C yue | 271/2 exp{-Ct}dtdy 
a()M/2 e2y2/P 
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оо 


m 
«c ( [ yr/72- M Pay V? exp[—Ct)dt 
(музу@-»\/» Ја(е)му2 


< Cep- ifa - py EP [^ 


t(072/0-P exp( - Ct)dt. 
(M/2)2-5)/» 


那么 对 1<p<2 及 r>1+p/2， 


Jim lim sup є2(77Р)/(27Р)-1 X n'/»-2- Vp], 
Sro END n»a()M 
оо 
< C lim 1(072/0-P exp{—Ct}dt = 0. (3.2.12) 
Мо J (M 2)- rM» 


这 样 ， 综 合 (3.2.11) 以 及 (3.2.12), XE 1 < p < 2 K r > 2, RNA 


n, limsup et Раю У) meen = o. (3.2.13) 


n»a()M 


然后 对 于 I, 与 五 相似 ， 根 据 引 理 3.1.3, 有 


У nr/p—2-1/p |, 


n>a(e)M 
© 
огуў ЫГ 
n»a()M entr 


(z^ У) Баша |а <=) +ехр{—Са?п-!})ат 


i 
= У) atem + L). 
n>a(e)M 
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那么 对 r > 2, 利用 (2.2.10), 可 得 


У) ner 


n>a(e)M 
- да 
= с У) nu f 279 》 Elanieil lanie] < zjdz 
n>a(e)M entr i=- 
e о 
< C У) т» [ 29У Y; i" Ella < z(j + 1)? ђе 
n>a(e)M eU jie Ing 
& °° 
< С > nie | 2-9 S (hln) 
n>a()M m” je 
У Blk < lal < k+ 1}de 
O<k<(j+1)2P 
5 со 
< С > пи f 279 Уб) 
n>a(e)M envie j=1 
faz?] 
У Е.Е < lel? <k+ 1)dz 
k=0 
B ES 
4C > wirit | 27 3 Mn) 
n>a(e)M eni» j=1 
[G+1)z?] 
У Elak < |6? «ka Idx 
k-[2z7]4-1 
=: ded; 


那么 对 Is, 利用 (2.2.15) 并 选取 q > r, 


со [2z7] 
6 «C па» | zn У) Els HE < ls? < k+ 1)dz 
n>a(e)M ent/P k=0 
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оо [227] 


ү 
< C rp 1 f 273 Y ЕЦЕ < |? < k + 1)dzdy 
a(e)M/2 eyMP k 
A t= 
de o `“ [227] 
< cer f 1—2 f 27* Y Eles|*1{k < lei? < k + 1}dzdt 
«(а(е)м/2у\/> t rer] 
со z 
€ бе" (А qd tr-2dt)z-4 
2- 1I/pe-p/(2-p)MI/P J2-1/pe-p/(23-5) МАР 
[о>] 
У Ее ЦЕ < lel? < k + 1)dz 
k=0 
оо [2z7] 
< cen f 2771-9 ^ Еје | (К < les? < k+ 1)dz 
2-1/pe-P/(23-») M1/P k=0 
оо со 
© Cet > Eler|*1{k < ler? <k+1} 2771-92 
k=[e-??/@-») M] (/з)у1/» 
E 
LETAN > k(r79/? Ele RT (k < ley? < k +1} 


k=[e-??/(2-) M] 


< Cet Bley "|е: 2 e/ 97? Mr). 
H Ele" < 00, Xf r > 2, 有 


lim limsup e2("-?)/@-p)-1 > nr/p-2-1/p ]ç < Climsup eP(r -2)/(2—p) = 0 
Me eNO eo 
n>a(e)M 


(3.2.14) 
及 对 r=2, 有 


lim lim sup e2(°-?)/(2-P)-1 > n"/P-2-1/P p, 
ыд: n>a(e)M 


< C lim limsup Bler|"I{le1] 2 € ?/9-? MV?) = 0. (3.2.15) 
RM 一 oo esN0 
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对 于 л, 再 利用 (2.2.15), WA 


I 


< 


ГАЗ 


IN 


A 


IN 


^ 


A 


оо ос оо 
c »» sicci f z Ул > (8) 
n»a()M ent» k=[22?]+1j=[k/2?]-1 


Е|є\|#1{К < leil? <k + 1)dz 
ос oc оо k 
r/p-2-1/p 一 9 — y-(a-1)/p 
c > n ne > n(—>) 
n>a(e)M k=[22°}+1 
Eleil?I{k < |61? < k + 1)dz 
ос oo oo 
cf у f 21 YI кч» 
a(e)M/2 eye ат 
Eles\@I{k < lex? < k + 1}атау 


oz f" rf >` 大-(9-1)/P 
«(a()M/2)/» t 


k-[2z»]--1 


Ele, |К € exl? < k + 1}dzdt 


^ š 
Ge-rt! f ( f еа) 
2-1/рє-р/(2-р) MV». Ј2-1/ре-Р/ (2-р) Mi/» 


оо 
k^ G7? Eje ак < |: < k + 1)dz 
k=[2z>]+1 
со о 
Cert f 27-2 к—(я-1)/р 
2-1/Pe-p/(2- P) M1/p TIT 


BleilI{k < lel? < k + Ide 


эс 
Се" У к9-0^Е|е |11{k < lea? < k +1} 
k-[e-5*/2-2) M] 


"T 
. f z^ da 
2 


-1/рє-Р/(@—Р) МАР 
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© 
< cer > k(-9/? Ele ЦЕ < |61? < k +1} 
к=[є—?/@-) M] 


< Ce"? E Hle] > er WD м1). 


那么 与 Is 相似 ， 对 т > 2, RATA 


lim limsupe2"-?)/@-P)-1_ у) n/n /Ph < Climsupe 72/079 = 0 
Mov eNO n>a(e)M No 
(3.2.16) 
及 对 r=2, 有 
f š 2(r-p)/2-p)-1 r/p-2-1/p], 
Pear 25 STANT 


n>a(e)M 
< C lim limsup Elex|"I{le1| > €/M} =0. (3.2.17) 
M> «д 
那么 综合 (3.2.14)-(3.2.17), 我 们 得 到 对 1<p<2 及 ">2, 


lim 1йпвире®—»)/@-ю)-1 y^ туи/р-2-1/Р]„ = 0. (3.2.18) 
M> No n>a(e)M 


最 后 由 (3.2.12) 及 (3.2.18), 对 1<p<2 及 r>2, 有 


lim ішвире2-/-?)-1 Y^ nr/P-2-M/P J, = 0. (3.2.19) 
M= No 
n»a()M 


因此 ， 综 合 (3.2.8), (3.2.13) 以 及 (3.2.19), (3.2.7) 证 毕 . 
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第 三 节 由 IID. 序列 产生 的 线性 过 程 矩 
重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 


§3.3.1 ”介绍 和 主要 结果 


上 一 节 讨论 了 线性 过 程 矩 的 精确 完全 收敛 性 ， 这 一 节 我 们 主要 讨论 线性 过 
程 矩 重 对 数 律 的 精确 渐 近 性 质 . 记 Sn = Y Xon > 1, 其 中 (Xk; k > 1) 定义 如 
k=1 
(2.1.1). 下 面 为 本 节 的 主要 结果 . 


定理 3.3.1 假设 {Хк > 1) 定义 如 (2.1.1), 其 中 {а; —oo < í < oo) 为 一 
数 序 列 满足 b la,| < oo UR (ei; -oo < i < oo) 为 满足 Еє = 0, Ee? < oo 
的 iid. 随机 变量 序列 4 an = O(1/loglogn). 假设 Elei? < oo, 那么 对 
任意 的 5 > —1, Ж Ele} (loglog |є1|)#7Ї] < oo, 我 们 有 

lim еза > (loglogn)° Fn E{|Sn|— (e +a,)r V/2n log log n} +. 


n3/2]ogn 


ут 
= FET Darryle +) (3.3.1) 


HP rac- > ai 以 及 工 (.) 为 一 Gamma HK. 


i=—00 
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Ё 3.3.1 А disk = bi = Баць = OS # k,l < k < n, 那么 Xk = ex, 
5-а. 因此 (3.3.1) 在 适当 的 条 件 下 ， 当 {Хк > 1) A iid 


k-i 


随机 变革 时 间 祥 成 立 . 


53.3.2 ”定理 的 证 明 


不 失 一 般 性 ， 在 下 文中 我 们 假设 7 = 1. < c(e) := ехр(ехр(М/е2}). 定理 
3.3.1 可 由 以 下 几 个 命题 得 证 . 


命题 3.3.1 对 于 ó> -1 我 们 有 


lim e2(5+1) rte (loglogn)* E(INI 一 (e+ an) V/2loglogn) | 


lm nlogn 
š qu ang 42). (3.3.2) 
证 明 容易 得 到 
ig E Bie e (am ors, 


= Ві ў sassa (oglogn)’ 


ГИШИ РЕТ 
nlogn VTloglogn 


= Віт et) — f P(IN| > z)dzdt 4y = ey/2loglogt 
«NO m tlogt Жаы 
со оо 
= Bima | y f P(|N| 2 z)dzdy (3.3.3) 
“о J у 


= Bima f PONI >а) f y dydz 
“об J «Va 
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-ő 


A 


2 o 
i > yz25+2 
Bim xe [РОМ > ®= dz 


E Blin 2 1 P(N > zjz26+2dz 
E 一 二 一 fi P(N Э sight 
2-58 ES 2-58 оо 1 2 
= x03 PUN > oy + Ganesh, ° vat Te 
А v28 ТЭА У28 
= Orr rr +t) 
那么 我 们 只 需要 证 明 


Р (log (log log n)* 
2(5+1) 
ES Š эрш nlogn 


n=l 


| — ey/2loglogn}+ — E(|N| — (e + as) v/2loglogn),| =0. (3.3.4) 
显然 ， 


[NI — ev/2loglogn), — E(|N| — (e+ an) v/2loglogn).| 


ajos Tog Tog 
< 2f | 


N 2 z + ey2loglogn) 


0 


-P(IV>z+(e+an)V2 loglogn)|dz 


al [PON > z + e Zloglogn) 


2lan| V2loglogn 
—P(N > z 4 (6+ as) /21oglog n)|az 


=: 2(Ani + А2). 
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不 失 一 般 性 ， 设 |an| < 和 A/ loglogm, А > 0. 注意 到 


An = 


адь 
f “|PON > z + e /2loglogn) 


0 


-P(N> a+ (e + as) V21oglogn)|dz 


A 


pue mozam 人 (z+(e— Tog log п)? m 


入 
rr ехр{—(є — A/ log log n)? log log n} 


0 


A 


_ 入 
log logn 


)V 2 log log n}dx 


2 
exp{ 一 - 一 z(e 


A 


CUR exp{—(e — A/ loglogn)? log log п} 


S icis NN зае 


exp(at loglogn 


A 


CE exp{—e? log log n + 2eA) 


以 及 
ë 
Ana = LT |a > z +e/2loglogn) 
-P(N > =+ (e + an) V21oglogn))|az 


= exp(- (e — A/ log log n)? log log n} 


7 log logn 


оо 


a 入 
J А exp(—; —z(e— loglogn V ?loglogn)dz 
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ШЕЕ — 一 ez loglogn + 26А — X2/loglog n; 
Vrloglogn 
ы т 2/24 
. exp(-z 2eV/2logl 一 
人 { sz + e /2loglogn Bloglogn yp 14° 
H 2 
< CR 人 log log n + 2ed}. 
因此 
ы 2(6+1) (log log п)? i T 
gat y CRI gn rina) 
°° (log log z)?- 1/2 
< lime) (log log x)?" 1/7 -ge 
< lime B zlogz exp{—e? log log z)dz 


= ime f y’? exp{-y}dy — (4 y= loglogz) 
i 6 一 1/2 j 5-1/2 
"E" -1/2,-y А -1/2,-y 
lime f v е y+ lime f y e "dy 
ME 
Cii -12e-ydy = 0. 
time fv € "dy = 0. 


由 此 ， 得 到 (3.3.4). 命题 得 证 . 


命题 3.3.2 对 于 5 > -1 以 及 任意 正 数 M > 2, 我 们 有 


lim 26+) y^ (log log n)? n^? E(S,| — (e + an) /2nloglogn} 4. 


N0 nea " nlogn 


—E(IN| — (e+ a4) /2 loglogn), | =0. (3.3.5) 
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证 明 对 任意 的 0 < n < 1/2, 易 得 
enm y (loglogn)* n"! E(|S,| — (e + an) /2nloglogn).. 


nao nlogn 
-E(IN| — (e+ as) V2loglogn} | 
5 
= gm xf Qoglogm* Gegen | fp euo Д| > т + (6+ ал) /2loglogn)dz 


neve) nlogn 
+ ede» (c + аһ) V/21og log n + x}da 
-(/ P{IN| 2 (e+an)V2loglogn+ х}ат 
0 
+f P(IN| > (e+ as) V2loglogn + z}dz)| 
nn 


A 


een » (og logn)* eroe C qs > (e + ал) /21loglogn + x) 


neile) nlogn 


—P(IN| > (e + an)y2loglogn + z)az 


«f. ede 2 (e + as) 2loglogn + x) 
—P(|N| > (e + an) V2 log logn + )|ax} 


Роу; (een (Ani + 402). (3.3.6) 
n<ble) niogn 


H (3.1.2), 有 
да = [ Pe > + Vlog ) 
ч" = vn? ал) /2loglogn + z 
—P(IN| > (e+ as) /2loglogn + z)|dz 
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piod Sal 
< m > z) — P(IN| > 
" EN a Е, (Ni 2 2) 
< Cn? 0, 当 no, Xm«1/2. (3.3.7) 


由 引 理 3.14, 对 o > 2, sup, E|S./V/n|? < оо. fifi Markov 不 等 式 ， 当 
> 时， 有 


ы 2 (e + an) /2loglogn + z) — P(IN| > (e + an) 2 loglogn + z)| < Cz ^ 
因此 得 到 
A 15 IA 
n2 = ， PUR > (e +n) V2loglogn + z) 


-P(N| > (e + as) /2loglogn + z)|àz 


оо 
Cz^^dr 


nn 


从 


< en") 一 0， X noo, Ж 0<7<1/2, o22 


定义 An = Ani + Ana, 则 


ye (loglogn)* 
(log log m) oe gn 4 X m — оо. 


lim 26+) > (log log n)? n ^ E(|S,| — (e+ an) V2nloglogn).. 


eN „ә ” "nlgn | 


—E(IN| - (e *as)v2loglogn) | 


2(541) > (loglog n)° п) À 


= lime 
eNO "nlgn 


n&b(c) 
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6 
im 2(@+1) 8+1 (loglogn) 
< C lim (ë+ (log log (6))*** [log log МЕ)! 2 Teen a 


= log log n)? 
= Clim м logb(e)] 5-1 (oglogn) , . 0. 3.3.8 
[log log b(€)] X CIT (3.3.8) 


命题 得 证 . 


命题 3.3.3 A a, = O(1/loglogn). 那么 对 于 任意 的 5 > -1 若 
E[e}(log log |є1|)#71] < оо, 
我 们 有 


jim lim sup e^*? > (log log)” п) [essi — (e+an)V2nloglogn}+ 


Mo 3/2 
9 eNO п>с(‹) LI 


-n2 E{|N] — (e+ an) /2logiogn}+| =0. (339) 


证 明 只 要 证 明 对 于 任意 小 的 0 ce < 1 一 致 成 立 


im e^ У) (log log n)* SOBER! E{|N| —(€+¢n)V2loglogn},=0 (3.3.10) 


n>de) " logn 
以 及 


jim limsup 25+? y^ бороз) р Е{|5,| — (e + a4) /2nloglogn}, = 0. 
Moo ео 0) т3/2 logn 

(3.3.11) 
注意 到 , # n > cle), M > 4+Co, 那么 lan| < Co/ loglogn < CoM-!e? < e/A 
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以 及 对 M>2 和 0<e<l 有 cfel-1>cle/2. BA, 4 M 一 oo Bf, 


(8+1) У (log log n)> ТОБ 087) E {IN| — (e an) /Toglogn} + 


ase nlogn 


= 26+) > (log log n) r P(IN| 2 z + (e + ал) /2loglogn)dz 


md nlogn 


< 26) уу (loglogn)s J. P{|N| > z + e/Zloglogn/2)dz 


nsd) ” nlogn — 


со 6 
< oom f (log log у) P(IN] > z}dzdy 
c(e)/2 


ylogy 人 


= ey/2loglogy/2 


oo оо 
< же f gea / P(IN| > a}dedt 
VM/2 t 


E ы 
< 25+2 f P(IN| > z) / £P atas 
VM/2 Ум]? 


25+? 25 
<— з > E 
SEFE Jmn” P(IN| > z)dz — 0 
则 (3.3.10) 得 证 . 


然后 ， 由 引 理 3.1.4, 有 


> (ов1овл)* Eflsn| — (e + @n)/2nloglogn} + 


aikan. 
„му б logn 


< > (log tox n) E(IS.| — 5 2nloglogn].- 


"n3 2]ogn 
„569 n3/2 logn 


У; (log log n)* 


P{|Sq| > zjdz 
Кел aR ud 
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У (loglog n)* п) E|S,,|š 


一 dr 
“TS? logn [RENE - 13 


n>b(e) 
5 3/2 

cy Gem [^ te 

КТА n3?logn J./leglsn/2 T 


^ 


loglogn)s 
c > Coben)! Ca(nloslosn) "1. 
n>b(e) 


^ 


则 对 任意 的 -1<5 < 0， 


BLA. supet S 977. (log log n)? c ——E(184] — (€ + an) V 2nloglogn)+ 


M—o «0 n3/2 logn 


1 


26+2 —2 
єс us Lu 2 nlog n(log log n)!-^ 


M= so nsilo) 


< C lim limsupe25(loglogb(e)) 
M> ео 


< C lim М = 0. (3.3.12) 
M=% 
接 下 来 ， 当 ó > 0 时 ， 注 意 到 


n ° п 
x= > aksi, 
кл 


i=—00 k=1 


记 ani = Уан 那么 ¿x= > аме =: 》 Yi. 由 引 理 2.2.1, 不 失 一 般 


性 ， 我 们 假设 Е 
> lai <n, n21 UR а= Y lal <1. 
定义 


Y; = Цу > z] — EVI > z}, Y; = Y, —Y;. 


120 


第 三 章 由 ILD. 序列 产生 的 线性 过 程 关 于 拭 的 精确 渐 近 性 


注意 到 , 若 n>cle) Ж M >4+Co, lan| < Co/loglogn < CoM-!e? < e/A, 那么 


> (log log n) OEE! E{|Sn| — (e + an)\/2nloglogn} +. 


AMAT A 
noe) n3/2 logn 
(log log n) є 
< У Ta/alogm E{|Sn| – s V2nloglogn + 
n>e(e) 
ô 
= (log log n) Pass abis 
3/2 logn 
п> © ОЁ" Je/Iiloglogn/2 
(loglogn)° So 55, о 
= > "n3 Alogn PUL $35 Yi + 3 Y; | 2 a)dz 
ase) "106" Jevmperen Eo < 
loglogn)* 
s D биш Í 
nsele) "^ ОЁ" Je/InToglogn/2 


(PUSS У > a2) + P4 У у> 2/2}) а= 


i=-00 Paatti 


6 
= Y Weel en. 
n>c(e) id 


由 引 理 3.1.3, 对 q > 2, 我 们 有 


1 


> (log log n)? 


3/2 
0 ЭОЕ" 


(log logn)? [7 
< c 
PE ЗД 


(s =i > Elanséi|*I{|ansei| > 2} + exp{-“})ae 


{=-оо 


d > (loglog n)* (loglogn) (7 +14). 


3/2 
a») " logn 
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首先 对 于 Is, 由 (2.2.10), 我 们 有 
> (loglogn)? 7 


3/2 3 
п) ™ logn 


оо 


at Y. Еа] lae > 


i=- 


(log log n)? f 
nS? logn J. 3mToglogn/2 


Ш 
Qa 
M 


E 
uu» 


j=) 


oseny [ 
n3/2logn J. 2loglogn/2 


A 
Q 
M 


1 » j "^ Eli eil > zj/?)dzr 


i€In; 


(log log n)? n 
c 
PE n?/2logn J./mloslogn/2 


^ 


zq Уш) РАЯ y» 


j=) 


: У) Blatt < lei? < k+1)dz 
k>je? 
(log log т)? at 
е x alognm 有 
n>cle) mloglogn/2 аә] 


A 


[к/г?) 
С) (nsi Ele < lei" < k + Ide 
j=l 
< с > (log log n)* / r; > 
< 
n>c(e) Sogn logn J.ysnToglogn/2 k-[z?] 
[k/z?] 
Y (n) Ele < lei? < k + Ide 
pesi 
TE Jb 
n»c(e) n3/2logn J./35Toglogn/2 к=] 


k 
mt 1) Ele I(k < er]? < k + 1)dz 
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^ 


^ 


A 


IN 


A 


IN 


DEL JE 
wae ^ logn mloglogn/2 be 


kVPEley ЦЕ < ler? < k + 1)dz 


cy (log log n)* is 
ilor. 
noc ™ logn J./mlsglesn/a2 E 


4 т = є\/2у1ор1ор y/2 


loglogn m = 
c> mme (ev/2yloglogy/2) *! > 
n>c(e) Ы j2ev/2yloglog y/2 


JElell? 


AG < lex] < j + 15 (loglogy) (2)! + (2ylogy log log y)~¥/?) dy 


-a f° (oglogt)® f% ә x 
Pe on mgr | ае 
ele 


+(log y)" /" (loglog y)-*/2-1) y 7 728982 3; T 08) El 
ij2y 


Ji VSjloglogj < lil? < /2( + DloglogÜ + 1) Hdydt 


E log log t) uf: = 
Ce er d ( VUL dt)y-*/?-! ( (logo; а/2 
чоп Jon 87 ове )у {(loglog y) 


"(log y)" (log log y) 9/27!) У \/2j log log jEle1|* 


j>y 
2 
10231081087 < leil7 < V2(j + 1) loglog(j + 1))dy 


- 
gen ү, е y" (log y)~* (log log y)*y-*/^ { (log log y) 9/2 
c(e)/2 


+(log y)~1/?(loglog y)-*/?-! ) У 2j log log jEles |" 


3>у 


: - 2 - - 
I(V2jloglogj < |e,|= < V20 + 1) loglog( + 1)}dy 


2737! Y jEl IG < lei] <j+1)dz 
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і 
< се" У; f m y */271/ (log y)~* (log log y)5-*/^dy 
jz«09/2 `€ 


2 
+ [ y 3/71" (log y)*/? (log log 0)—*/2—1ау} 
«(9/2 


2 
V2jloglogjE|e:|{v2jloglogj < le^ < V2G + 1)loglog(j + 1)} 


=: Ig; + Iso. 


其 中 令 а= 2, 


Ia < Се! (c(9) " (logc(e)) (loglogj)’ /271ов1ов ЈЕ)? 


JPe(e)/2 


2 
-1( V2jloglog j < lellz < у2( + 1)loglog(j + 1)} 


IN 


Ce 2(e(e)) 7"? (log e(e)) ^ E [|ei |° (log log |єз|)#71] 
Je > CM exp{exp(M/e?)}}. 
那么 对 于 任意 的 5 > 0, 
im. lim авур er 
< Clm limsup espllel (log log |e1057!] (ex? > CM exp{exp(M/e?)}} = 0. 
(3.3.13) 
以 及 


I2 < Ce! У? (c9) !" (log c()) ?" (log log 3) 2/2) log log j Elex|” 


JPe(e/2 
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4 Ejloglog; < lal? < V20 + T loglogG + D) 
< Ce 2(e(e)) 1/2(loge(e)) E [lei |° (log log |e:|)2 2] 
J(lei > CM ехр{ехр(м/е2)}}. 
则 对 于 任意 的 5>0 


lim limsup e25+2732 


— WO 
< C lim _limsupe” E[le;[*(loglog |e1|)°~?] 
Мә eO 


‘I{\e1|? > CM exp{exp(M/e?)}} = 0. (3.3.14) 


因此 ， 对 于 任意 的 5 > 0, 由 (3.3.13) 以 及 (3.3.14), 我 们 有 


5 
йй lim sup +2 у^ Cogan) = o. (3.3.15) 
Me “л n>c(e) п оп 
现在 我 们 开始 估计 Ls, 
(log lo; (loglogn)* у 
eo у! g 10g 
"nNA1logn 
asse) n logn 14 
°  (loglogy)^ " 
< ceso f cun f exp(-Cz?y^!)dzdy 4t = z/ yy 
x доз aogy утеру cy h се 
оо 5 
= caem | Creu” f exp{—Ct? }dtdy 
(0/2 Ylogy Je yatogtogy/2 
4s = e /2loglog y/2 
a pon f° 2 
< cz f s у exp{—Ct? }dids 
VM/2 Ë { } 
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oc t 
С2-* J exp{—Ct?} [ 525+1dsdt 
VM/2 VM/2 


A 


°° 
C / exp{ 一 Ct2}t25+2dt 
VM/2 


C [ #5+1/2 exp{—Ct}dt. 
M/4 
那么 ， 对 任意 的 5 > 0. 


6 
Jem lim sup 26+) »» Qoglogm) р 


0 п>с(є) 1/2 овп 
оо 
< C lim 15917? exp( —Ct)dt. (3.3.16) 
M90 JM/4 


因此 由 (3.3.15) 以 及 (3.3.16), 对 于 任意 的 ó > 0, 我 们 有 


5 
2(521) (loglog n) = 1 
nis supe >, aog 五 三 0. (3.3.17) 


然后 对 于 D, 与 五 相似 ， 利 用 引 理 3.1.3, 我 们 有 


У; (log log т)? п), 


“ns/2logn 
node) n logn ^ 


ó 
«c > (loglogn)° 


as rtm. J аы 


at Ст? 
(2-4 у Бае {шше < 2) + exp{-—})de 


i=—o0 


> (loglogn)° logn) 


(Is + I4). 
—n3/2]ogn (is + Is) 


n>e(e) 
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对 于 Is, 由 (2.2.10), 我 们 有 


X (log log n) 


n3/2]ogn ° 


n>e(e) 


бооп) > 2e < 
= (С zq Ela«ieil*I(|asiei| < z)dz 
E EE [rase È Pint ened <2) 


^ 


zq 


log log n) 
oy Set p 
„цә "P logn J mToslosn/2 


У У j ЕЦЕ. < z( + 1)? }de 


j=li€l,; 


с У; Gogen) f 
n>e(e) n3/2]ogn ev2nloglogn/2 


I^ 


27“ 


со 
Ps)? У) Bent {К< Jer? < k+1)dz 
j=l O<k<(j+1)zP 


ГАЗ 


zq 


cy (loglogn)* 


Код) n3/2logn PERE 
оо 


On)? Уу ЕЦЕ < Jer? < k+ 1)dz 


ј=1 O<k<22?-1 


m У; (loglog (log log n)* 


2 Г z* 
Eo n3?logn J. aresen/2 


ë 

On)? У) Бек < |P < k + 1)dz 
j=l 2zP<k<(j+1)z” 

=: les+I. 
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那么 对 于 16, 利用 (2.2.15), 并 选取 q > 2, 


5 
[v] У (log logn)* rn > Ele,|? 


Te 3/2 T 
nocle) ? nS logn logn J./znToglogn/2 о<к<2т*-1 


A 


{k € |6) < k + 1)dz 


A 


log 1 d 
y mus Ja Y sar 
nsa P logn Јута оса 


JI(2Pje|a|«2UV?(j--1)dz — 4 z-ey2yloglogy/2 


A 


loglogn) Г Р 
[6] > vee / (ey 2y log log y/2) * УЭ Е|є |“ 
n>c(e) ы 0<)<«у/2у1ов1ов у/2—1 


vloglogy " 1 


I1(2!/7 j < |e;| < 21/90) +1) = a 
Qj < lal «PG + DES (“i + ey orgy © 


IN 


= °° (log log t) = 
Ge any К Í {707-12 ee еи 


y 12-7? (log y)~1/?(log 1ову) 2702р V^ Бец“ 
O<j<y-1 


2 
-1{2'/? \/2jloglog j < lalz < 210» 20) + 1) loglog(j + 1)}dydt 


IN 


= log log t)? ~9/2— - 
Ce e d (log log t)" 44) ( -4/2 La2(loglog 切 -9/2+112 
(0/2 Је t? logt di 


+y?" (og y)" (loglogy)- 2-7) V^ Elaf 
0<ј<у-1 


-1{21/? ,/2j log log j < lal? < 21020) + 1) loglog(j + 1))dy 
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ES 
< Сеп ТА 0 "(oy)" Qoglog y) (07972772 oglog y) /tA 
" 


ty */7-?(ogy) ""(loglogy) 47-7) S^ Ela 
о<ў<у-1 


; 2 
-T(21/p у loglogj < leil= < 2/7 /2(j + 1) loglog(j + 1))dy 
т g logi 


со 
< oom y (f y7? (log у) (loglog y)*-*/?*! "dy 
j2e(9/2 Í+ 


co 
+ f y" (log y) ^ (log log y)¥/?-*/2dy} 
jl 


z - 2 - 
-Elex [41 (2/7 /2jloglog j < ЖЫ < 2MPV20 +1) loglog(j + 1)) 


=: Iei + lea. 
X а> 2, 我 们 有 


Ia < Се Y  j-92+1(ogj) l(oglogj)ë-g2/2+1/2 
j2«(9/2 


^ z z 2 
“Blex|*1{2"? 2jloglogj < le] < 2/2 207 +1) loglog + 1)} 
< 079167726 [|е 2 (log log |11) /2] I(|e;|? > CM ехр{ехр(М/є2)}). 


则 对 于 任意 的 5 > 0, 


lim li 225 € im ik 2541 2 5-1/2 
jm. mepe «x Садо. н воре Ellail?(log log |1) ] 


|61? > CM exp{exp(M/e?)}} 20. (3.3.18) 
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ARX а> 2, 


Te € Се Y j7 Qog у-3/°(ов1ов уу#—4/9-—\/9 
3>с(є)/2 


Ele 1 (27? /2j log log j < 2 < 2» /2(j + 1) log log(j + 1)) 
< Cet e Ef le? (log log |1) 3/2]? > CM exp{exp(M/e?)}}. 


因此 对 于 任意 的 ó > 0, 我 们 有 


lim limsupe?*?7 < С lim limsupe?**? EB] |e, |? (log log |є1|) )5- -am 
Мо «NO M— NO 


-I{\e1|? > CMexp(exp(M/e))) 20. (3.3.19) 
对 于 Tr, 再 利用 (2.2.15), 我 们 有 


(log log n)° es E 
Е. = “WF logn. [pee У; > б) 


n>c(e) k22zP j>k/xP-1 


-Е|є\|#Г{Е < ley? < k + 1} dx 


6 
с y; бово) 2-9 mes 


„дә "овп = logTogn/2 > 1? 


^ 


k ) 


Bley |%I(k < leil? <k+1}dr 


> ken f 
n>c(e) nm? logn ev2nloglogn/2 


从 
o 


z^! 大 -(9-1)/P 
大 >2zP 


-Elea|91{k < lex? < k + 1)dz 
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(log log n) Pe 2 Уу52-6-0/ј-9-0 
evZnloglogn/2 52 


lex] < 27*(j -1)dz 4 = = ey2yloglogy/2 


Ele 1(27j < 


loglogn) [^ E m 
«cy reu (ev2yloglogy/2 7) у; ye 
> j2ev2yloglogy/2 


n»c(e) 


€ , v/logloi 1 
Eleifer(2"*j < fea] < 2/76 +1)}5( at Jesu 


3 (log log t)? I -1 ES! -1/2 -1 
< С 一 -一 一 vy P (log) 
< I ü/ogr J, WU +u logy)? Qoglog y) } 


У (627108108 j/2) 47? Ble |? 


j2y 


-1{2'/? /2jloglog j < DTE < 2!/? /2(j + 1) loglog(j + 1))dydt 


= (log logt) = E = es 
< Ce a fp’ X эе Ly! (lo 1/2 (log lo, i 
«0/2 J«o/a t? logt My ty (ово) (ордо) 


‚5 (23 1oglogj) 7? Ble | 


j2v 


20 /2jloglog j < lai? < 210» /2(5 + 1)loglog(j + 1))dy 


Е 
< сече f pa lose)” Goglog (y ' y^ (log y)" (log log y)~*} 
УУУ Лов1ов j) 9-0 Ele) | 


j2v 


21 /2jloglogj < DE < 20 /2(j + 1)loglog(j + 1))dy 
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J 
< com уу {/ cu dos) Cogtog y)*ay 
jee(e/2 9/2 Š 


j 
+ [i7 0023) P Qoglogy 14у (logon) "Eja 
«(9/2 
-1{2)/?,/2j log log j < lal? < 2!» /2(j + 1) loglog(j + 1)} 
=: Іт + o. 


则 可 得 


Im < oet V^ j'](ogj)" (loglog ) (v/2j1oglogj) 9-0 
3>с(«)/2 


Ele PIG V/25loglogj < lei? < 2Y» /2( + отон + D) 


A 


Cet > 392+ (log j)~ 1 (log log j)9-/2*1/2 
j2c(9)/2 


-E|es [t1 (2/74/25 loglog j < lal < 21/203 +1) loglog(j + 1)) 


IN 


Ce? e? E[lev |? (log log eiD57 7] (les > CM exp{exp(M/e?)}}. 


那么 对 于 任意 的 5 > 0, 


lim limsupe25+2771 < С lim limsupe**1E [le |?(log log |є1|)#71/?] 
M—o N0 Mc о 


-le > СМ expfexp(M/e?)}} =0. — (3.3.20) 
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以 及 


IN 


In 
j2c(9/2 


Ce? У) jlog)? (log log j^! (v/251og1og ) (9—0 


“Bes 812°”? V/2jloglog] < |6112 < 22 2 + Dloglos( + D) 


A 


j2e(e)/2 


Ce У) y (log j) 3" (log log j) 9/2712 


Elf? V2jloglog] < lei? < 27 V20 + Dloslos + D) 


< Ce 1H e? E[lei |? (log log |eiD5-9/2] {lex ? 


则 对 于 任意 的 5 > 0, 有 


> CM ехр{ехр(М/е)}}. 


Jim. linsupe^*?5 < C jim lim sup e^" 已 [le 人 log log |11) 9/7] 
иче 


No 


-1(|ei > CM exp{exp(M/e*)}} = 0. 


么 由 (3.3.18)-(3.3.21), 我 们 得 到 对 任意 的 5 > 0, 


5 
Jem. lim sup e25+2 p» (loglogn) 


Мз so Ev n3/2 logn 5 = 0. 
因此 由 (3.3.16) 及 (3.3.22), 对 任意 的 5 > 0, 有 

lim lim supe25+2 > (loglogn)” logn)? =0 

M= күр n3/2logn | logn ? ñ 


n>c(e) 


最 后 综合 (3.3.12), (3.3.17) 以 及 (3.3.23), (3.3.11) ERE. 


(3.3.21) 


(3.3.22) 


(3.3.23) 
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第 四 章 ”关于 线性 过 程 变 点 估计 
的 极限 性 质 


第 一 节 引言 


一 般 地 说 ， 变 点 就 是 “模型 中 的 某 个 或 某 些 其 起 突然 变化 之 点 *. 这 种 突然 
变化 往往 反映 事物 的 某 种 质 的 变化 ， 在 自然 界 、 社 会 及 各 种 领域 中 很 常见 且 具 
有 重要 性 ， 虽 然 从 统计 学 发 展 的 角度 看 ， 变 点 的 统计 分 析 这 个 课题 还 不 能 说 已 
发 展 得 很 充分 成 熟 了 ( 它 迄 今 只 有 四 十 余年 的 历史 ), 但 变 点 问题 在 许多 应 用 中 都 
非常 重要 ， 因 此 针对 一 些 常见 的 问题 发 展 了 若干 行 之 有 效 的 方法 ， 对 应 用 家 来 
说 不 失 为 一 个 有 用 的 工具 . 一 旦 变 点 被 合适 定位 后 ， 原 始 模型 就 需要 修改 ， 以 便 
得 到 更 好 的 数据 解释 以 及 更 精确 的 预测 . 因此 变 点 估计 在 经 济 建 模 中 起 了 很 重 
要 的 作用 . 许多 统计 与 经 济 文献 中 都 包含 了 大 量 关于 变 点 问题 的 著作 . 近期 比 
较 全 面 的 文献 可 以 参见 Csórgó 和 Horvath (1997). 

单 变 点 的 均值 变动 估计 的 问题 是 其 中 一 个 热门 的 研究 方向 ， 引 起 了 学 术 界 
的 长 期 关注 . Sen 和 Srivastava (1975a, b), Hawkins (1977), Worsley (1979, 1986), 
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James et al. (1987) 以 及 Srivastava 和 Worsley (1986) 都 考虑 的 是 对 一 列 正 态 序 
列 提出 单 变 点 均值 变动 的 检验 . Hinkley (1970), Bhattacharya (1987), Yao (1987) 
和 其 他 很 多 学 者 考虑 的 是 一 列 独立 变量 的 单 变 点 估计 .对 于 序列 相关 的 数据 ， 
Picard (1985) 对 阶 已 知 的 高 斯 自 回 归 过 程 进 行 了 估计 ， 以 上 这 些 作 者 考虑 的 都 
是 极 大 似 然 估计 (MLE). 本 章 主 要 是 由 最 小 二 乘 估计 (LS) 方法 来 讨论 线性 过 程 
未 知 变 点 估计 的 极限 性 质 ， 线 性 过 程 的 LS 方法 是 由 Bai (1994) 提出 来 的 ， LS 
就 是 以 观察 值 与 理论 值 之 差 的 平方 和 作为 目标 函数 ， 以 其 达到 极 小 值 之 点 作为 
有 关 参 数 的 点 估计 ， 这 个 方法 不 同 于 MLE, 不 须 对 模型 中 的 随机 误差 的 分 布 有 
特定 的 假设 ， 而 且 计算 相对 简便 ， Bai (1994) 用 LS 方法 考虑 了 由 iid. 随机 变 
基 序 列 产生 的 线性 过 程 的 单 变 点 估计 . 

然而 对 相依 随机 变量 序列 变 点 的 研究 无 疑 是 学 术 界 更 加 感 兴趣 的 问题 .本 
章 第 二 节 就 是 考虑 在 相依 假设 下 线性 过 程 单 变 点 估计 的 极限 性 质 ， 在 两 方面 改 
HET Bai (1994) 的 结果 (i) 将 条 件 OP jla;| < оо 减弱 到 IZo |а; < oo, (ii) 
在 更 多 的 相依 假设 下 用 LS 估计 得 到 了 类 似 的 极限 性 质 . 

许多 早期 的 努力 都 致力 于 单一 变 点 的 估计 . 相对 而 言 , 涉及 到 多 变 点 的 文献 
则 较 少 ， 当 变 点 数目 未 知 时 多 变 点 问题 更 加 复杂 ， 因 此 更 少 的 文章 致力 于 此 问 
题 .许多 作者 只 考虑 独立 随机 变量 序列 的 特殊 情况 .特别 的 ,Yao (1988) 由 'Schwarz， 
准则 估计 了 独立 正 态 序列 均值 的 变 点 数目 ， 但 是 近期 相依 观测 方面 的 研究 也 引 
起 了 学 术 界 的 广泛 关注 . 例如 Bai, 1994; Davis et al., 1995; Horváth, 1993,1997; 
Picard, 1985; Epps (1988) 以 及 Bai 和 Perron (1998) 等 . 


本 章 的 第 三 节 就 是 讨论 了 各 种 相依 假设 下 线性 过 程 多 变 点 的 相合 性 以 及 相 
合 速 度 ， 当 变 点 数目 已 知 时 ， 主 要 运用 了 Bai (1994) 提出 的 LS 方法 来 估计 变 
点 . 而 变 点 数目 未 知 的 情况 下 ， 则 是 通过 惩罚 最 小 二 乘 方法 来 估计 的 . 此 方法 根 
据 惩罚 性 可 以 视 为 模型 选择 问题 (参见 Schwarz, 1978). 

利用 弱 或 强 不 变 原理 对 观测 序列 进行 逼近 检验 是 变 点 分 析 中 一 种 很 重要 的 
ТА. 当 弱 不 变 原理 成 立时 ， Horváth (2000) 讨论 了 变 点 估计 的 通 近 СОЗОМ 
检验 .本 章 第 四 节 的 主要 目的 就 是 在 弱 不 变 原理 成 立 的 条 件 下 ， 对 强 相依 过 程 
进行 均值 和 方差 的 基于 最 小 二 乘 残 差 的 逼近 CUSUM 检验 . 
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第 二 节 ”在 短程 相依 的 假设 下 线性 过 程 
单 变 点 估计 的 极限 性 质 


84.2.1 ”模型 和 主要 结果 


我 们 考虑 由 Zhang (2000a) 提出 的 一 种 新 的 相依 随机 变 基 定义 , 被 称 为 渐 近 
线性 坐标 负 相 依 (简称 ALNQD)( 参 见 定义 1.2.1), 此 种 相依 变 基 要 比 LNQD 和 
p*- 混合 随机 变 基 弱 (定义 参见 Bradley (1993) 及 Peligrad (1996)). 

本 节 中 我 们 仅 考虑 单个 变 点 ， 模 型 如 下 : 


pick Xo #t< ko 
Y= (4.2.1) 


H2 Xi #t> ko, 
其 中 ш, до 及 ko 为 未 知 参数 ， ko HEM. X, 为 平稳 线性 过 程 ， 定 义 如 下 


Xv = M aje;. (4.2.2) 


其 中 {aj;j € Zt) 为 满足 》 jajl < ос 的 实数 序列 以 及 {et;t € Z+} 为 一 平稳 
=0 
ALNQD 随机 变量 序列 满足 Ee, = 0, 0 < Ee? < о. 
关键 的 问题 就 是 在 给 定 T 个 观测 值 Ya, Ya, ss Vir 的 情况 下 估计 变 点 ko. 对 
某 个 mre (0,1), 假设 ko = [oT], k = [rT], 其 中 [] 为 取 整 函数 . 
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定义 变 点 ko 的 LS 估计 k: 
k= argnin Í mi min (oe ш)? Э (Y, – рә) yy}, 


其 中 argmin{ f(6)} 为 使 函数 f (0) 达到 最 小 的 那个 点 .对 于 每 个 假定 的 变 点 k = 
1,2,...,Т, 计算 相对 шл 和 uo 的 最 小 二 乘 估计 


ig - 1 T 
一 EY = тр > Ç 
以 及 残 差 平方 和 


k т 
RSS = 3 {Ye MP 35 {Yt - р. 
t=1 


t=k+1 


那么 变 点 ko 的 LS 估计 为 : 
k= argmin RSS(k), 
UR то 的 LS 估计 即 为 : 
f-inf(r:r- argmin RSS([T7])), (4.2.3) 


其 中 工 < 了 为 两 个 事先 规定 的 介 于 0 和 1 之 间 的 常数 . 
令 入 = ш — m 为 变化 的 大 小 ， 由 定义 X; = X, + At > ko), 我 们 可 记 


T 
(k) = X: - Jr(k), 


t=1 


其 中 
Jr(k) = л? з xy). 
ка 
那么 m 的 LS 估计 也 可 为 : 
? = inf{fr :7 一 argnaxT Jr([T7])}, (4.2.4) 
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т 
另 一 方面 ， 记 户 = D» 为 给 定数 据 的 均值 估计 .因此 ， 对 每 个 上 1 < 
= 
k<T-1, 


L3 
im — д)? = RSS(k) + TZ], 


i k) 


其 中 z, = (FCD pra, — ду). 这 样 zo i LS 估计 也 可 定义 为 : 


f —inf(r:r = 2үт+\!}- 4.2. 
# = inf{r :7 = argmax Zire) (4.2.5) 


估计 (4.2.4) 和 (4.2.5) 都 等 价 于 估计 (4.2.3). 


现在 我 们 介绍 本 节 的 主要 结果 . 定理 4.2.1 为 变 点 估计 的 相合 性 . 定理 4.2.2 
为 变 点 估计 的 相合 速度 最 后 当 样 本 数 趋 于 无 穷 大 时 ， 定 理 4.2.3 得 到 了 的 渐 
近 分 布 . 


定理 4.2.1 给 定 模 型 (4.2.1), {Xut e Zt) 如 形式 (4.2.2) 的 平稳 线性 过 
f, Xv (anie Zt) 为 满足 У |а| < oo 的 实数 序列 以 及 (eite Z*) 
为 平稳 ALNQD 随机 变量 序列 满足 Ee, = 0, 0 < Ee? < оо. 假设 


oc 
> Ene)" < оо, 
t=2 
E 
0<02 = Ee? + 2 Eee < oo (4.2.6) 
+=2 
以 及 对 某 个 5 > 0, 
sup E|eq?*? < oc. (4.2.7) 
tez* 


E one[n7)c[o1, MAR TOM, + 2, zu, HP + 423) 给 出 . 


定理 4.2.2 给 定 模型 (4.2.1) 与 定理 4.2.1 定义 相同 .假定 定理 4.2.1 中 的 假 


设 (4.2.6) 和 (4.2.7) BBR. 则 若 zo € |т,т| c [0,1], BA |#—+o| = Op( т) 
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定理 4.2.3 BARB (4.2.1) А.ш = и. A {Xt e Z+} Mdo (4.2.2) A, 与 
定理 481 定 义 相同 . 假定 定理 4.2.1 中 的 假设 都 满足 . WF [r7] C [0,1], 
那么 

#3 argmax wl т), 
KP + h (4.23) 给 出 以 及 对 re [r.7], 


P» aj)262B2(7) ES (Zo 45)? (B(1) - BOF 
T l-T d 


v(r)- 


其 中 B(s) 为 [0,1] 上 的 标准 布朗 运动 . 


§4.2.2 5| X JCUESÀ 
为 了 证 明 变 点 估计 的 相合 速度 ， 我 们 需要 以 下 引 理 ， 


引 理 4.2.1 (参见 Zhang(2000a)) 令 {eite Z+} A ALNQD 随机 变量 序列 
满足 Ee, = 0, 0 < Be? < oo. 假设 满足 条 件 (4.2.7), 那么 存在 > 2 及 不 依 
ЖТ п 的 常数 B, 和 Ci, 对 n>1 以 及 m>0 成 立 

E( max lem+1 +--+ ektml") < Beni max Elen!” < Суп. 


特别 地 ， 


Е( max. lEm+1 +: +Ektml?) S Cn, Vn 2 1,m > 0. (4.2.8) 


引 理 4.2.2 (eut € Zt) 为 满足 Eet = 0, 0 < Ee? < oo 的 平稳 ALNQD 随 
机 变量 序列 . A X= aj; 5. = UX, HP (ani € Zt) 为 满足 
j-0 t=1 
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Уол < о 的 实数 序列 .假设 满足 条 件 4.2.7). 那么 存在 常数 C 使 得 


2=0 


< А. 
Е max max |Sk|2 < Cn. (4.2.9) 


WA 2 X,= Yan B= X, A 
j-0 t=1 


k 


k oo 
Se = > X, = (у ade 
tzl 


t=1 j=0 
k k-t оо 
= Yo apat È > aja 
t=1 j= t=1 j=k—t+1 


k 
= x ajEt— Y > Qj)et. 


t=1 j=0 t=1 j=k-t+1 


k оо k LJ 
这 样 一 Sk = Y aes) * Y У) age 那么 由 Cr WHR, 


t=1 j=t t=1 j=k-t+1 


lg max ЕЯ 一 Su 


n 1gkgn 
оо к оо 
= "а, > De we 92 oe 
k оо k оо 
< CU wee 15У Pd +E mas, DO we 
1 j= та a 


> 


2 
сі zE max, I? +E mex, |ц?). 


首先 ， 由 Minkowski 不 等 式 ， 引 理 4.2.1 以 及 控制 收敛 定理 ， 


2 _ 2 
XE max. 中 is ax | SS acil 


t=1 jt 
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oo j^k 
== + E gez, 1373 ae 
j^k 

< МНЕ mas Idee JPH) 

j=l 
< i wicig amy? 

j=1 
< c( mlGAmm = 01) (420) 

j=l 


然后 , 将 I 分 成 两 部 分 ，I=Ik, +I, 其 中 Ik, = alel 十 az(Ek 十 Ek-1) 十 … 十 ak(EK 十 
R8) 以 及 Lk, = (akt1 十 Qk+2 十 …)(Ek 十 … 十 E1). & {ра} 为 满足 当 n 一 oo 
BF, pa — оо 以 及 pn/n 一 0 的 正 整 数 序列 .那么 


оо 31 
lg I « ( il) =E e1 o + Erl? 
aE max, ||? Уы a ets le kl 


2] 2 
+( > \a;!) 7Е max le: Tee 


J>pn 
cO) e Pa) +0( Y tl) = 0(1). 
ј=0 ј>рһ 


对 每 个 1< m < k, 定义 I, = alel 十 az(EK 十 Ek-1) 十 … 十 am(Ek 十 … 十 Ek-m+l)) 
我 们 有 ， 


1" 
LE шах №? < 207 laj)? , max lek +-+ + Ek mal? 
c. m 
< C( las) (4.2.11) 
ja 
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以 及 
k 


Bax Пы. il = tt ens) 


max €k—. 
lajl max, ex +--+ Er-j+1l) 


A 
3 
A 
> 
Á 
?一 
7 
i E 


A 


max ( x. Е: шах leet eel 


ј=т+ 


т<Е<п 


к 
+| max ( У RE eee) 


A 


A 
( 2 laj) max lex el 
j=m+1 


n 


it laj) max max |е: +-+ + ek- 


IN 


n 
2 max [= . 
( > laj) max lee ++ eil 
ј=т+1 


因此 


1 
lp —I < 4- 2 
max lla, =n? < 47( $5 aj}? E max 


2 
Ex te +e 
n 1<k<n lex + T al 


ј=т+1 E 


« 4C( > aj}. (4.2.12) 


j=m+1 


4 m = [V7], i (4.2.11) 和 (4.2.12), 可 以 得 到 ax lla = 001). 那么 


2 2 2 2 2) 
ТЕ max Il <0- ET max ls Pe E шах loi?) = 001). (4.2.13) 


再 由 (4.2.10) 和 (4.2.13), 我 们 可 得 


4 = 2 
LE max 185-520 (n — оо). (4.2.14) 
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因此 由 (4.2.8), 得 到 


Е max |SK? = E max DX < «era n < Сп. (4.2.15) 
最 后 根据 (4.2.14) 和 (4.2.15), 证 得 Е max 182 < Can. 
由 (4.2.14) 以 及 Zhang (2000b) 中 的 定理 2.2, 我 们 得 到 以 下 形 如 (4.2.2) Ж 


的 X, 的 不 变 原理 . 


引 理 423 А {Xut € Zt) 为 形 如 (4.2.2) 式 的 平稳 线性 过 程 ， 其 中 
(aij € 2+) 为 满足 并 ?olaj| < oo 的 实数 序列 以 及 (est e Z+) 为 平稳 
ALNQD 随机 变量 序列 满足 Ee, = 0, 0 < Ec? < oc. 假定 满足 定理 4.2.1 的 
假设 ， 那 么 


[Ts] 


т Ух E oa c B(s (4.2.16) 


其 中 B(s) 为 (01) 上 的 标准 布朗 运动 . 


84.2.3 ”定理 的 证 明 
定理 4.2.1 的 证 明 对 k= [T7] 容易 得 到 ， 


т< то 


1 Тт] т 
zu > Trl} 一 af I{r > n)ds = 
= 0 
£ A(r—70 т> т 
以 及 
т. 1 A1-m) т<т 
z Y) A> rm 一 af I{r > nds = à Р 


кн A1-7) > o. 
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T 
由 不 变 原理 (4.2.16), 我 们 可 得 X X, Op(T?), 因此 


t=1 


1129 


T 
FXO, E У x40 


t=(Tr]4+1 
最 后 ， 
1 T [1l 2 
qr) = т? > (Xi+ A > tra)) 
T 1 =< 2 
+ mm { 元 эй (x +Al{t > nit) } 
n a Ls 2 TST 


2 
(1-21 + 2)? т> т, 


其 中 在 点 7 = то 时， 极限 达到 最 大 值 (1— то)А2. 由 LS 估计 (4.2.4), 以 及 以 上 
所 有 的 收敛 结果 在 T e [|т,т] 上 都 一 致 成 立 ， 因 此 结论 成 立 ， 即 当 T 一 co Bt, 
#5 za, 其 中 他 由 (42.3) 给 出 . 

定理 4.2.2 的 证 明 首先 由 引 理 4.2.2, 对 任意 的 o > 0, 


Р( выр э T M NOE 


< P(sup sup | Xi > a2") < P( A X,| > a2) 
< Pens Ese < Ere О 


c2 Mya 4C 
o22m" 


我 们 得 到 对 某 个 С, < оо, 
1 < 4C 
P(sup к! > X,| > o) < oim Gam: (4.2.17) 
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选取 5 > 0 满足 me (6,1 一 5). 由 于 为 zo 的 相合 估计 , 因此 对 所 有 的 < > 0, 
当 了 充分 大 时 ， PF 9 (6,1-6) < e. 这样 我 们 仅 需 要 考察 那些 满足 T6 < k < 
T(1— ó) 的 大 的 Zk. 只 需 证 明 当 TX 和 M 充分 大 时 ，P( 一 ml > M(TX)7?) 
充分 小 . 对 所 有 的 M > 0, ZX Dr,m = (k: T < k < T(1—0), (к-к > МА), 
那么 由 LS 估计 (4.2.5)， 


P(I# – т> M(TX) 1) < P{F ¢(6,1-4)} 
+P(|# — 7| > M(T2)-!,? € (6,1—6)) 
< e+P( sup |Z,| > |Zk,|)- 
кєрт,м 
由 于 |z| > ly| 意味 着 
(a) т-у>0 K т+у>0 
或 (b т-у<0 Ж т+у<0, 
我 们 有 
P( sup |Zk|>|Zkol) < Р( sup Zk— Zk >0)+P( sup 26 + Zk <0) 
keDr кєрт,м кєрт,м 


def 


= Р+Р, 


接 下 来 我 们 分 别 证 明 当 ТА? 和 М 充分 大 时 ， Р, 及 P, 都 充分 小 . 


ЖОМЕ = (Ка ЖР, k = 1,2,…,7, 下 面 这 个 事实 很 有 用 : 对 菜 个 
В>0, 


O<Mk)<1, |) — &(k)| < Blko — К/Т. (4.2.18) 
现在 考虑 Po. 事件 Zi + Zro < 0 意味 着 


Zp — EZ, + Zro — EZro < -EZy — EZ < —EZko, 
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马上 推出 
Zr — EZk < —EZko/2 或 Zro — EZk. < -EZk/2. (4.2.19) 
由 于 Е2 > 0 (假设 > 0), (4.2.19) 可 推出 
| 条 一 已 Zk| > EZko/2 或 |Z — EZro| > EZk/2. 
这 样 


1 
P, < P( sup |Zk- EZi| > 5Е2) + Р(|\7ь— EZro| > 了 Zu) 
кєрт,м 


IN 


k 
1 
2P sup "is X, [ee 了 Zi) 
аар р к ORG o) 


k 
1 1 
< 2P| Xal 184 +2P( sup =| 》 Xi| > = EZ, 
< (C mp: s= rà el ко) (вар к 2, t| > 182o) 
< 2P( sup к=! Y Xd > 1 BZ) + 2P зар уэ Xd > 182). 


t=k+1 
又 因为 EZk, = {то(1 — 79)) A, 不 等 式 (4.2.17) 使 得 当 TA? 趋向 无 穷 大 时 以 上 
式 子 的 两 项 分 别 收敛 到 零 . 

接着 考虑 p. 事件 Z, 一 Zro > 0 意味 着 


Zk — EZy — (Zro — EZro) > EZro — EZk. 


Zr — EZk — (Zro — EZko) 


k 


T 
: MG x > XE) E zx хў 


t=k+1 t=1 ШЕ Ko 十 1 
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ko k ca Ud 
(ba) gs $7 - WDE DX ,+ b. У х 


Met t=ko+1 


G(k) + H(k). 
对 某 个 Cr > 0 将 证 明 
EZ xy — EZ > C;,À|ko — К/Т. (4.2.20) 


由 于 对 称 性 ， 我 们 仅 需要 考虑 k < ko 的 情况 . 不 失 一 般 性 ,假设 和 > 0 (否则 考 
虑 序列 —Ү,). ЙАХЯ k < ko, 


EZ. = gI EB (Az — h) 


2 duc »p^(£— oua + бо - k) - m 


= TP (ü ра m) 


1 一 m 
= {т(1-т)}!/?х > 0. 
特别 地 ， EZ, = (r(1— 7)) 7A. 立即 可 得 


EZe- EZ, = Minü- s^ - fr. -ne} 


то 


A - s) 


T 
a (y). 


上 面 的 式 子 同 乘 同 除 (C) + (1), 我 们 得 到 


To 


BASEL = PMG e+ Gy 


L. 
> Mm) 
ian 1-7, 
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RC, = 9), (4.2.20) ЕФ. ХРЕН (4.2.20), 有 
Cro 
я < PER To HENA) 
T 1 
TEL mb. ES AF > 3^0) 
= Ру Pia 


现在 我 们 证 明 当 TX? 和 M 充分 大 时 ， Pia 充分 小 . 再 由 对 称 性 , DOE k < ko 
及 ke Drm 的 情况 ， 更 精确 地 ， 我 们 考虑 那些 满足 T5 < k < Tro- MA? I 
k. 由 加 项 减 项 ， G(k) 可 记 为 
k 
с) ыманы WDH 35 Xe + (ka) 15 X. 
t=1 


kr 
由 (4.2.18) ЦЕ k > Tó, 我 们 有 


ko-k1 ko 
[ ES ae a xis p =k T Aya st = = ME 


则 由 不 等 式 (4.2.9) 和 (4.2.17), 


2 Tro 


Pu rb $5909) + PC sup Se =бАС,, В!) 


^ 


Tro 


теск! X 0.) 


t=k+1 


+ P sup 
Cerit МА-2 К 一 


Tro 


màu ZAC) + PC mp HX =5AC, B^!) 


m: 


A 


1 
+ P suj Х{| > cn 
人 2 TTo 一 mx 4 °) 
є y ec y eo yl 
Ger mE [rom TE iz M` 
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ЖАМ TX 和 M 充分 大 时 ， 此 三 项 都 可 以 忽略 不 计 .， Pie 的 证 明 类 似 . 
定理 4.2.3 的 证 明 当 没有 变 点 存在 ， 由 LS 估计 (4.2.4) 可 得 X; = X,, 


In(k) = 1 > xy 1 3 Xy 
T = #2 D) tro y. 


则 由 不 变 原理 (4.2.16) 以 及 连续 映射 定理 ， 有 


CE хутір (Сао) 
[Тт|/Т T ; 


类 似 地 ， 


(Cheaper X/TMY | (Po aP (B) - BOY 
(T – [Tr))/T 1-т d 


ABATE [5,7] E, Jn = (т) 且 由 连续 映射 定理 可 得 
sup Jr([T7]) ® sup y(r). 
re[r7) relz?) 


当 字 使 得 Jr 达到 最 大 时 ， 即 得 结论 . 
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第 三 节 ”在 短程 相依 的 假设 下 线性 过 程 
多 变 点 估计 的 极限 性 质 


84.3.1 ”模型 和 主要 结果 


84.3.1.1 ір 
本 节 模 型 假设 如 下 : 


Y= +X, that <t<t, 1<k<r, (4.3.1) 


X, 为 形 如 (4.2.2) 的 平稳 线性 过 程 ， 其 中 {aj € Z+) 为 满足 条 件 3 la;| < oo 
的 实数 序列 ，{et;t € Zt) 为 满足 Ber = 0, 0 < Ee? < co 的 平稳 ALNQD 随机 变 
HFN. 此 模型 表示 Y, 的 分 布 只 与 均值 有 关 ， 而 均值 在 某 些 未 知 点 (tp 1< k < 
rto = 0, = n) 处 变化 , 其 中 长 = [na£],1 < k < тт = 0,т/,, 1. 因此 问题 
的 关键 就 是 要 根据 个 观测 值 Y: Yn 来 估计 这 些 未 知 均值 p* = (utum) 
以 及 变 点 т" = (i++ T). 其 中 假设 ming uz; — ii| > 0, 变 点 的 数目 r 为 已 
知 . 一 般 的 ，7 可 以 被 视 为 未 知 的 ， 其 真 值 为 "”. 我 们 将 在 以 后 的 章节 中 进行 讨 
论 . 

此 处 考虑 的 方法 基于 最 小 二 乘 准 则 . Ф Ane = {toti а) 0 < 
h << < 如 < 加 HL 一 台 为 > 个 划分 的 集合 下 文中 ， 也 考虑 以 下 的 > 个 
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划分 的 集合 : 
Abs = (totis tea) te — tha 2 nAn}, 
其 中 An HEY n оо 时 以 指定 速度 趋 于 零 的 非 负 非 增 实数 ， 


对 每 个 t e Anr 均值 的 LS 估计 首先 由 残 差 平方 和 最 小 化 来 得 到 ， 然 后 将 
其 代入 目标 函数 ， 最 后 的 结果 Q. (t) 定义 如 下 


1 r+ ж 
Qi) = = min Y, — нь)? 
a(t) т (ui pr+l)ERr+i > An T 
1 rtl 


-dl$ y GY ti), (433) 


1 
ur rtm 


了 
其 中 对 任意 序列 (u,hez, 定义 其 平均 为 (i,j) = G- У ш. 对 任意 7 个 
t=i+1 


At. t€ € An, EX |t Clos = max | — tx |. 


§4.3.1.2 ” 变 点 数 已 知 的 变 点 估计 


定理 4.3.1 给 定 变 点 模型 (4.3.1), {Xut € Z+) 为 形 如 (4.2.2) 的 平稳 线 
性 过 程 ， 其 中 {aj;j e Z*) 为 满足 》 | < co 的 实数 序列 ， (este Z+) 


j=0 


为 满足 Еє, = 0, 0 < Be? < oo 的 平稳 ALNQD 随机 变量 序列 ， 假设 条 件 
(4.2.7) HR. А {An} 为 满足 lim An= 0 以 及 lim nAn = oo 的 正 的 
非 增 序列 ， 令 论 " = argminQu(t), 其 中 argminfJ(O)} 为 使 函数 SO) 达到 
最 小 的 那个 点 ， 那 么 FO" = (n /n kan kakak r. 

更 精确 地 ， 定 义 A; 全 min ы il 存在 一 个 常数 Ki < oo 使 得 
对 所 有 (uth), O<5 <A, B nAGX, Ж 


Lie tae Ki 1 ONY) 
PRS” — т” > ô) < mA. * S 7) 
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А раа ow xA "MENT 
Ax, Xv А min luks - pil A= max | — kd. 


从 本 节 第 二 子 节 定理 4.3.1 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 限 制 两 个 连续 变 点 间 的 最 小 
长 度 为 nAn, 是 为 了 得 到 Vn(t) 的 一 致 界 (Vn(t) 的 定义 参见 定理 4.3.1 的 证 明 ). 
事实 上 ， 对 扰动 过 程 限制 更 强 的 条 件 后 ， 最 小 长 度 的 限制 就 可 以 去 掉 ，Vn(t) 的 
一 致 界 可 以 由 以 下 条 件 得 到 : 令 (94) 为 满足 Bn — 0 以 及 nba 一 oo 的 非 增 序 
列 ， 
im P( шах (t — &)!| >, X? > nba) = 0. (4.3.3) 
定理 43.2 ”给 定 模型 (4.3.1), (Xut € Z7) 为 形 如 (4.2.2) 的 平稳 线性 过 
程 ， 定 义 同 定理 4.3.1. 假设 对 某 个 5 > 0, 满足 


sup El|e;[**^ < оо. (4.3.4) 
teZ+ 
A u= argmin Qn (t). 那么 fn = s/n 依 概 率 收敛 于 т". 


之 前 ， 对 扰动 项 加 条 件 后 ， 最 小 长 度 大 小 An 的 约束 就 可 以 去 掉 ， 此 处 ， 
提出 另 一 个 方法 来 得 到 变 点 估计 的 相合 性 ， 将 估计 Дь, 1 < k < 的 值 限制 在 
RU 的 某 个 紧 子 集 9 中 .定义 对 比 函 数 T, 使 得 计算 于 r" ВО k 部 分 的 上 
的 最 小 对 比 估计 fix 满足 TAY дк) S< Tae p). Ун € Ө, HEP Tn (Yi, we) = 
1 > Oi- m), йк = —— > Y. 


Ti = = 
аалы кк аты 


估计 (ш) € Ane х Ө, 定义 


A T 十 1 1 Tl te 
Au) 2 Ут) = У) У) (а), 
k=1 " k=l t=te—it) 


0960) 2 minntu), t? Ê argminQ9(t). 
这 种 情况 下 ， 不 再 需要 约束 连续 变 点 加 的 最 小 长 度 . 
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定理 4.3.3 ”给 定 模型 (4.3.1), (Xt € Z+) 为 形 如 (4.2.2) 的 平稳 线性 过 
程 ， 定 义 同 定理 4.3.1. 假设 条 件 (4.2.7) 满足 ， 那 么 对 于 Ror 的 使 得 
(ом) € 日 的 任意 紧 子 集 日 ， 有 (#0 = (Ina) Od Ic $k + 
(т*, ш). 


84.3.1.3 ” 变 点 数 未 知 的 变 点 估计 


上 一 子 节 中 变 点 数目 是 看 作 已 知 的. 然而， 一 般 来 说 变 点 数目 经 常 是 一 个 
HEA т" 的 未 知 变 基 ,因此 用 惩罚 最 小 二 乘 方法 来 估计 . 


对 任意 R € N, XX A20 AR Oc RH, 考虑 以 下 (t*r*) ЖИНИ: 


(bn, ôn) = argmin argmin(Q, (t) + Bar}, 


<А ti 
фу = rgmin arg argmin{Qn (t) + Ват}, 
(ER, ôR) = argmin argmin(Q2 (t) + Bur}, 


其 中 {6n} 为 递减 的 正 实数 序列 ， 定 义 tn, 72 和 о 为 相应 的 变 点 估计 . 


定理 4.3.4 WRR (4.3.1), {Xt;t € Z+) 为 形 如 (4.2.2) 的 滑动 平均 过 
程 ， 定 义 同 定理 4.3.1. 

G) 假定 满足 定理 4.3.2 中 的 假设 (4.3.4). 那么 对 任意 使 得 (4.3.3) 成 
立 且 满足 8, — 0, ns 一 oo 的 序列 {Bn}, Æ r <Р, RI (Fay Pn) 依 概率 收 
KF (rr). 

(ü) 假定 满足 条 件 (4.2.7)， 那 么 对 任意 满足 An 0, ñ, 一 0 以 及 
nA,ñ, — +оо 的 非 增 序列 {An} 和 {Gn}, Æ r° < R, Ж] (927,527) 依 概率 
收敛 于 (rur). 
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(iii) 假定 满足 条 件 (4.9.7). 1 пв, > +00, Xr < R E и" = (uj, 
шал) EO, 则 对 RH 的 任意 紧 子 集 6, (20,79) 依 概率 收敛 于 (ntur). 


$4.8.1.4. 变 点 的 相合 速度 


定理 4.3.5 给 定 模型 (4.3.1), {Xt;t € Zt) 为 形 如 (4.2.2) 的 平稳 线性 过 
程 ， 定义 同 定理 4.3.1. 假设 条 件 (4.9.7) 满足 . A {Anjn>o 为 正 的 非 增 序 
列 满足 lim An = 0 以 及 lim nAn = oo, 令 论 " 为 在 Ade 上 使 得 Qn(t) 
达到 最 小 的 值 t, Pp, 


i^ = argmin Qn(t), 
tc A2 


其 中 argmin(f(6)) 为 使 得 函数 f(0) 达到 最 小 的 那个 点 ， 那 么 对 于 所 有 
@ 1 <j<r #- 1 = Ou) Ж? А = min ы-и] AR X = 


max [ик — Ш]. 
mex luka nil 


54.3.2 ”定理 4.3.1 和 4.3.2 的 证 明 
为 了 证 明定 理 ， 需 要 以 下 引 理 . 


引 理 4.3.1 X, 的 定义 同 定理 4.3.1. 假定 满足 引 理 4.2.2 中 的 假设 ， 那 么 
存在 常数 B 使 得 对 m >0 以 及 任意 的 5>0, 有 


1 
Рахт. > ó) < B (4.3.5) 


T 
m` 
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证 明 由 引 理 4.2.2, RITE 


Р(щахт > >ô) 


oo 1 k 
< > PÇ. де. ni >x >ó) 


p= 


IN 


ос к 
Р X,| > 62Р 
FP aes. Hil > ёт) 


p= 


SO 
р+1 
S рн") 
р=0 
2С < 1 1 
< 4? 2Pm Bon 


定理 4.3.1 的 证 明 定义 对 任意 r 个 划分 te Anr 有 以 下 等 式 ， 


11 te 


Jt) = 900) – 9), к.) = У) Y; (EY,- EY(t-wtx)), 


т 
k=lt=tx-a+1 


. 2 2 
(E. 1 a X) (S5 141 X) 


т+1 
Vn(t) = = = 一 —- 
"(0 уз tk* — tk—-1° tk 一 大 -1 }. 


the 


Walt) = S = Xom- ( P» Xe) EY (фк-1,%)}. 


可 以 看 出 ， Jn(t) 可 分 解 为 Jn(t) = Kn(t) + Vn(t) + Wa(t). 我 们 得 到 Kn(t) 的 
FID 
К.) > min(= |t = |, Ар. 


相似 地 ， 需 要 得 到 У. (0) 和 Walt) 的 下 界 . 对 于 Vn(t), 我 们 有 


Vn(t) > -2n TA, r+ (i max (Que + max ( > &y) 
t—n—s 
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最 后 ， 注 意 到 
т+1 ti [3 
Walt) = aE 35 X- У Xe) 
k=1 tt ,+1 t=tk-1+1 
r+l L3 


427 $2 YO X) (uj — EY (tat), 


k=l t-il 


rl 


Ен 2 (1) Y ui. EXE jk res lus mel S rX rir, 所 以 可 
k=1 
得 |} — EY (1.1) < rA EUR |p 一 p*| < rÀ, 由 此 


W, (6) < Зп (т + 1)2X( |Y ` x, 
IW, (t) < 3n-1(r + 1?X Gex Xl masi YU xd, 


t=n-s 


那么 Wn(t) > Зп (т - 1?X( max xl max. | 2 Xi). 对 任意 ó > 0, 


定义 Fer Š (t € ADs, llt tls > м}. 因为 ve e Abs 时 ， 对 足够 大 的 n, 
An — 0. 


这 样 由 引 理 4.2.2, 对 某 个 常数 K, > 0 


P(|£2" — т". > ó) < P( min Jn(t) < 0) 
tex? 


š a 
90-2 A -l(, 4 2 2 
< P(-2w?^; (rne r8) + gar >) x9!) 
1 š 一 1 »үу2 
< -g min(n^ |t — tls АТ)А°) 
935-1 25, 
+P( 3n-1(r + 1) X ges 1} Mel + дак x | бз X.) 


1 
< - 5 min(n-! |t — t'l AA?) 
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2 + 2 2,2 
< Plax (DX) + max ( Эз X! > càn And) 


Р х, X4 > оп 
(ee! 1+ max | 2: «| > eX'nóX 7) 


A 


2 2,2 
P( шах! (xo > т n?Anô) 


+P( max ( x X}? > БҮ 


2 gl 
(max "DX SA noA ) 


2-1 
P(max. ax | b» Xd FA noA ) 
< Kin! X267 (A7! 67 Q/AY). 


定理 4.3.2 的 证 明 与 引 理 4.2.2 的 证 明 相 似 , 对 某 个 > 2 以 及 C > 0, 可 得 
2 
Е mex |y XP < Cn*, 那么 对 所 有 的 0< ti < t; < oo, # E| > XQ" 
t=1 ws 


C(ta —t)*. & {Bn} 为 满足 B — 0 和 n8, — oo 的 非 增 序列 ， 由 Markov 不 等 
x, 


E! 
PC max et 5) > Xal? > пё„) 


t=ti+1 


n-1 n tz 
<> > Pl > X >п -5) 


ti=lta=titl — t=tit] 


=< (t —t)* 1 
<E У C98 toy S С" yr 


因此 当 8, = nC-9/*logn 时 ， 条 件 (4.3.3) 满足 ， 定 理 证 明 的 其 余部 分 与 定理 
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4.3.1 ЖИЙ. 


§4.3.3 ”定理 4.3.3 的 证 明 


下 一 步 ， 我 们 开始 证 明定 理 4.3.3. 估计 (£9, p.) 使 函数 Un(t, н) 达到 最 大 


Us(t,u) = Ja(t.u) – Jo (t, u^) 


十 1 r 十 1 T 十 1 r 十 1 


Nki " Sk; 
= УУ 00и о) - 257 (ue - uj) 
k=1j=1 k=1j=1 
а „+. 


nj = Hf {tea +1, te ass) 


Skj = > X, 
te(t-ilst) DG est) 


引 理 4.3.2 对 任意 (tu) € Anr x O, 存在 两 个 常数 C, >0 和 Cr 04 
得 
h > max(C,- zt — too, Coll — p" |Ë), 


其 中 [Itt loo = max [te — |, [и — p" |% = max(ue — ni). 
证 明 对 任意 1<k<r, 令 
(ea = inf (alika = u)? + (1 — oui = p?) 


MA, RIE bk(u*,0) = hk(ur, D = 0. ЖБ, Һи", ) 为 四 函数 ， 令 Han) = 
ыш”, 5). REB, ha(u*sa) > аньт), V 0 < o < 3. TURAE iia up 
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Нь(и*) > 0, $ H(u*) = min Hi(u*), 满足 H(u*) > 0. 首先 考虑 满足 条 件 


1<k<r 
nA; 


的 变 点 结构 t € Anr 变 点 te 可 以 再 原始 变 点 ti 的 左边 ， 也 


llt — е1 < 


可 以 在 右边 : 


的 AHERE tha S te S te ËJ k, > TEEL (s ир) + DI (д — pa), 


. 根据 nk; 的 定义 和 假设 ， 


Nk k+l 
Nk,k+1 + Nkk 


1 
Ok, k+1 © 2 以 及 


令 акк = 


т +n * H 
h > TERR (o. eet (uiga — д)?) + (1 — On esr) Qu — нк)®) 


1 " 
2 Okk+iHk(uk) 2 7 (te 一 ti )H(u"). 


(i) 对 任意 满足 te < th S tear 的 k, 用 同样 的 方法 令 окка LÀ ESL. 
Moke nk 
AUR, akk- <5 h > т-н?) 这 样 , llt- tls < пл 有 


п> н) lt tle 


кюе 


BHM, T> max ЕСИНЕ 因此 ,着 此 一 tl。 < Таду, 以 及 对 


tek > At pA „Ат i- in)? 
IE k, — 2 St MBA h > — пах(иў — ux). 


然后 考虑 ht- tao > nA, 发 现存 在 一 对 (kj) 满足 ni > jms 和 
E .对 任意 и e Ө, 我 们 有 


1 
DEN = 
Nk j+ > GMAT. Ф akj+l = 
4 t Tk, j+1 + nkj 


Nk ji + Dj Я * 
h > TERT (cre (ир — Ma)? + (1 — axe; — ик)?) 


n + mk " 
> Dei TT min( 


n Q4. j41,1— ak j41)H(u") 


2 
Nk jti + gei 2 (nkj+1 Nkj+l „у> Ат " 

2 s H > H " 
2 = min(— 2 HH") > EH) 


最 后 ， 利 用 对 0 < a,b <1, min(a,b) > ab, 可 以 得 到 
b 2 Hp) min SE, lt) > “ЕЗШЕ” eel, 


160 


第 四 章 关于 线性 过 程 变 点 估计 的 极限 性 质 


以 及 
A; in 人 nh. ç 
> пїп(—”,шах(ик — 的 ) > g шах(ик 一 ui. 
l dry Ast E 
Ж, Ф Co = LAT BC), C. = —— BA 


1 
L > max(C,- |6 — t” loo, Cr- Ila — и?) 


引 理 得 证 . 


定理 4.3.3 的 证 明 对 任意 5>0, 定 义 
Ahr = {t € Anr lt — 01 > nd}, OF = {we O: lu- pl > б}. 
这 样 ， 由 引 理 4.3.2, 我 们 有 


1, > Cr.6. 


inf h inf 
(t,)e As „хө (t1) € A, xO 


那么 ， 


Р(|#, = T" llo > ó) 


< P( Ол(%&и)<0)<Р( sup | 


inf 2| > inf 
(t0) A5 „хө . (@ш)єА% „хө (t) e Af, „хө 


Lh) 


rH 
1 С„-6 1 [o] 

«2P 二 £) < 二 >). 

n: „өр [Sel > 72290 DPC max, 125 2 2(r + 7) 


类 似 地 ， 可 以 证 明 


Crd 
2(r +1) 


z P 1 
РОА, = "IR, > 8) < 2(r +1)Р( max |= Sil > ). 


因此 ， 由 引 理 4.2.2, (52, f.) PRB (т", и”). 


84.3.4 EH 4.3.4 的 证 明 
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定理 4.3.4 的 证 明 我 们 只 证 明 (i). 要 证 明 (Fn, Fn) 依 概率 收敛 ， 只 需 证 明 
Р(?л # т^) BATS. ЖЫЙ (Fn, n) 地 定义 ,我 人 有 Qu (En)+Bnfin < Qn(t*)+Bnr*. 
这 个 关系 式 意味 着 Kn(tn) + Vn(tn) + Wa (n) + Bn(fn — 77) < 0. BA 


Plin=7) <  P(Kn(tn) + У.) + Wn(tn) + Bn(rn — r*) < 0) 
< P( min (Kn(tn) + Vn(tn) + Wn(En)) + 6n(fn — r*) < 0). 
注意 到 由 (4.3.3), 对 任意 ó > 0, 成 立 
lim P( sup |Vn(t)| > 884) = 0. (4.3.6) 
9—00 ë teiner 


首先 假设 < 六. эй r < r° 时 有 ЦЕ, tl > SE, Ut K (bn) > 2222. 
那么 ,对 任意 + < r", 


Pf, = r) 
< P(mi (Valt) + Wn(t) + SEA? - Ar - 7) «0) 
< Pl, max 14 SEN?) + PC; max |Wn(t)| 2 Bn(r* -r) 
< P(m-Az + 1)( жек О" xo mex DS xo) > е) 
+Р(3п-Чт +1)°ҖЧ max, [Dol | D xd) > Br ~r)) 
< P(( max ( Qux + max ( P» хд) >с улт) 


= ` CBn(r* – т)п 
+Р (ва 1734 max 25 x4) > ag) 
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这 样 由 引 理 4.2.2, 我 们 得 到 当 n 一 co 时 P(fn = r) — 0. 
另 一 方面 ， 对 任意 六 <r<R 有 


P(r = r) < P( min (Va(£) 22) < 0)+P( min (Wa(t)+Kn(t)) 2 fa), (4.3.7) 


由 (4.3.6), (4.3.7) 右边 第 一 式 当 n — oo 时 趋向 于 0. 第 二 式 需 额外 条 件 ， 对 任意 
te Anr 我 们 有 


пты тылу асса SN 
KOLES Y; лыо wo 83. D SASS 


k=l i=l j=l k=1 i=l j=l 


RE AS S lut =]. 那么 对 任意 Ег 1<4ij<r' > 
Cy; = (t € An n; > nn}, Crj = {t E€ Anr nkj < nbn}. 


由 引 理 4.2.2 和 引 理 4.3.1, 存在 两 常数 A, Ao, 使 得 对 任意 C > 0, (EMI <k <r 
以 及 1<i7<r" ,满足 Xi > 0, 有 


P(min TH (ut — иў)5ы + C(Knlt) + Bn) <0) < PC m Bul > сл) 
7 


tECk; NNk пк;2п@„ 
PC min ле E (ut — иу); + O(Kn(t) + Bn) <0) < P( „тах. 18,31 > Ere) 


因此 由 n, 一 +оо, 我 们 得 到 
im, P( min (W, (t) +K,(t)) > fn) =0. 


HUA, XHER O<r<RURr sr, S n— оо Bf, P(ñ, =r) — 0 RE. (ii) 
和 (ui) 证 明 相 似 . 
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84.3.5 ”定理 4.3.5 的 证 明 
定理 4.3.5 的 证 明 定义 A; = .nl -rjal ARS O< y< 1/2. 定义 
Con = {t € Anr dA? < [t — t*lloo < пуд), (4.3.8) 
因此 证 明 的 关键 就 在 于 决定 Plên € Co) 的 上 界 . 首先 将 Coss 分 解 成 以 下 形 
式 


Cian = Con N (t € Anesth > te, Wk € T} (4.3.9) 
了 


其 中 并 集 是 集合 {1,……r} 上 的 所 有 子 集 T 的 并 . 

我 们 将 在 每 个 单独 的 集合 Corn A(t € Anesth > th Yk € T) 上 计算 上 
界 ， 当然 ， 这 个 上 界 并 不 依赖 于 集合 Т, 且 考 虑 到 符号 的 记 法 简便 ， 我 们 仅 考虑 
T — {1,…,7} 的 情况 ,定义 Cn = Coan N (t € Anrstk > t} Yk € (1, ur] 
因此 ， 现 在 关键 就 是 证 明 Pln € Civn) 的 上 界 . 

首先 , 我 们 将 集合 Ciy n 分 解 为 C5vn = Ur Cs (T), 其 中 并 集 为 {1,… ,7} 
上 的 所 有 子 集 T ЮЕ, Н 


Сола) = (te Any, SAW? < th пуд Vk € T, 
0 <t -ti «6A, Yk T). 


对 于 任意 的 te C, 定义 nkk = th — thas tees = tk — thyme = tk tea 及 
пр = th tio 这 些 数量 在 +t 和 t° 上 的 联系 是 明确 的 . 注意 到 nk = поь подът 


和 n£ = ng + Merk, 以 及 пк,к/пк 2 (1 — y)AF. 


对 所 有 的 t EC ym 定义 下 列 等 式 


2.00) = Qn(t) – Q«(t*). (4.3.10) 
164 


第 四 章 关于 线性 过 程 变 点 估计 的 极限 性 质 


1 nn 
к.) = z) EE, (4.3.11) 
k=1 ” 
1 пък (ак _ Skk+1i 12 
t) = 一 ni = = 
«e 2» У Nk Ga якы) 
_ Denn (Sen 2 Быз ү”, (4.3.12) 
Nyy Nk+l,k+1 Nk,k+1 
nı 
Wat) = ED (mean Set + Bisan), (4.3.13) 


ty 
其 中 , X 1«i«j&reLSg- У) X, DR M= ipa - nie 从 上 可 知 ， 
t=ti-1+1 


对 所 有 的 te Cm In(t) 可 被 分 解 为 


J,(t) = Kn(t) + Vn (t) + Walt). 
而 我 们 有 对 所 有 的 te C, 


min K,(t) > (1—4)A:6 (4.3.14) 


[C 
以 及 
12 Shs, къ, Sheet Siue] | |$] 
CES ED» (v. M mde: 218 il( cave ae )). 
(4.3.15) 
那么 由 (4.3.10)-(4.3.15), Kn(t), V. (t) 和 Walt) 的 表达 式 及 它们 的 界 ， 存 在 足够 


小 的 C > 0, 使 得 以 下 不 等 式 成 立 


Plên € C544) 


< P( min (K,(t) + Vn(t) + Wn(t)) < 0) 


«ЄС, 
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g 
< DP тах AEE > C( — A) 
KI €64,40) Mpa b+ 


5? 
+}]Р( тах 一 kt > C(I- у)һд А2) 
кєт *ЄС (Т) Te eet 


52 
+Y P( m 一 ktl > C(1 — 7) At6) 
ker tECi yn(T) Пк 


+30 Р( max ISl 15е n 1S. 


)200-3A;X) 
Ker teCsyn(T) Mkt Tnk+lk+1 Tk 


+EP, max (Senn etel + Wkly > cü nasa) 
кет teG,.. (TD) Nk+l,k+1 Nk,k 


+} P( max бн > Cy) 


КЛ teo... (T) Tk 


+IP 181 > ca) 
ker tECi (T) Pk kt 


一 一 1 
+S Pl тах |Skk+i| > C(1— ATA). 
> ( ax Ie + 


那么 我 们 可 以 得 到 Jn(t) 在 Cy, 上 的 界 ， 首先 ， 由 引 理 4.22 及 引 理 4.3.1, 存 
在 有 限 的 常数 C1, Co 满足 对 所 有 的 1<k <r 及 所 有 的 C > 0, 


ә ‚| 
Р( max 15е! > Oy < p sup рэе Ml > o) < С: 


= 4.3.16 
teCs yn Tk ^ s2n(1—)A: s Cn’ ( ) 


52 А 
P( тах =H > С) < P(sup| у Xi] > Vn(1—7)CAS) < а. (4.3.17) 


ЄС; yn TR REL s<n i1 


接着 ， 存 在 有 限 的 常数 Cs, Cs (ККУ AA, REM T) 满足 对 所 有 的 n > 1, 


IN 


s 2 
P(max max [| > C) < P( sup I Xd >С) Сэл ‚ (4.3.18) 
RET vec, . (T) kil з>6А-2 E ôC" 
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P(max S, 2C) < P(m Х| > 
(рах tech ту Seil ) (rex о | > 120) 
C.ó 
< d 4.3.1 
ont (4.3.19) 


那么 由 (4.3.16)-(4.3.19), 有 对 任意 的 5 > 0, 


Рф, € Cin) < Ko ata 16+ »», 


其 中 Ky < oo 为 以 常数 ,因此 当 nà? 一 co 及 ó 一 co 时 ， 结 论 成 立 . 


84.3.6 ”其 他 相依 假设 


假设 (et € Zt) 为 满足 Ee. = 0, 0 < Ee? < oo 的 平稳 随机 变量 序列 ， 从 
以 上 证 明 看 出 ， 关 键 是 只 要 有 (4.2.8), 就 有 (4.2.9) 成 立 ， 那 么 在 (4.2.8) 的 条 件 
F, 第 二 节 定 理 4.2.1-4.2.3 以 及 第 三 节 定 理 4.3.1-4.3.5 都 成 立 . 因此 ,如 果 满 足 
以 下 的 条 件 之 一 ， 定 理 4.2.1-4.3.5 成 立 : 


(i) (et € Zt) ЖӨЕ. 
(i) {erst € Z+} 为 一 六 混合 (或 混合 ) 随机 变量 序列 , 满足 Y p) < oo 
i=1 
(ж Y eb (25) < оо). 


ici 

(iii) (est € Z+) 为 满足 Ele ^*^ < oo 以 及 对 某 个 5 > 0 和 0 > ки, 
a(n) = O(n-) 的 a- 混合 随机 变量 序列 . 

(iv) (est € Z+} 为 负 相 伴随 机 变量 序列 . 

(v) (eut € Zt) 为 相伴 随机 变量 序列 . 

证 明 为 定理 1.3.1 的 一 部 分 ， 故 省 略 . 
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第 四 节 ”在 长 程 相依 的 假设 下 线性 过 程 
变 点 估计 的 极限 性 质 


84.4.1 ”模型 及 介绍 


本 章 的 第 二 节 和 第 三 节 分 别 讨论 了 在 短程 相依 的 假设 下 线性 过 程 的 单 变 点 
和 多 变 点 估计 的 各 种 极限 性 质 . 然而 相对 于 短程 相依 , 对 长 程 相依 随机 过 程 的 各 
种 研究 则 是 一 个 比较 新 的 热门 方向 ， 本 节 的 任务 就 是 对 长 程 相依 过 程 进行 变 点 
的 研究 和 讨论 ， 利 用 验 或 强 不 变 原理 对 观测 序列 进行 逼近 检验 是 变 点 分 析 中 一 
种 很 重要 的 工具 ， 当 弱 不 变 原理 成 立时 ， Horváth (2000) 讨论 了 短程 相依 假设 
下 变 点 估计 的 逼近 СОЗОМ 检验 ， 本 节 的 主要 目的 就 是 在 弱 不 变 原理 成 立 的 条 
件 下 ， 对 长 程 相依 过 程 进行 均值 和 方差 的 基于 最 小 二 乘 残 差 的 逼近 CUSUM 检 
x. 

4 {єк,—оо < k < oc) 为 ii.d. 随机 变量 序列 以 及 (ак, k > 0} 为 一 实数 序 
列 满足 

ак ~ Cok ^ 对 某 个 1/2<a<1, (4.4.1) 
其 中 an ~ bn 定义 为 ,lim an/bn = 1. & (65,3 > 0) 为 形 如 (4.2.2) 的 线性 过 程 . 
在 时 间 序 列 的 分 析 中 ， 这 类 过 程 的 研究 非常 关键 . 许多 重要 的 时 间 序 列 模型 ， 
比如 表示 因果 关系 的 ARMA 过 程 ， 当 系数 满足 x las| < oc 时 ， 就 有 线性 过 程 
k=0 
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(4.2.2) 的 形式 .众所周知 ， 当 系数 等 价 于 ak ~ Cok ^ 时 ， 其 中 若 1/2 < o < 1, 
过 程 (4.2.2) 可 视 为 长 记忆 过 程 ， 而 0 < a < 1/2 时 ， 则 看 作 短 记忆 过 程 . 


系数 满足 (4.4.1) 的 长 记忆 过 程 还 包括 了 非常 著名 的 分 数 积分 过 程 ， 定 义 如 
T: 
(1- В); ==), 了 =12 (4.4.2) 
其 中 B 为 滞后 算 子 .此 处 ， 分 数 差分 算 子 (1 - B)! 由 它 的 Maclaurin 序列 所 定 
义 ， 


ДУ s =—1e-zds 3 z > 0, 
(1-B)* Minen 其 中 or-4 ° 
oo 若 z=0. 
车 z < 0, T(z) 定义 为 递归 公式 2Г(г) = T(z +1). 因此 ， (4.4.2) 可 记 为 


e I(-d-k) 
Y; = -lrcaneen 


Cyr e -1)^ 
T(—d+ k) d-1 š 
注意 到 TOT + ~ kT (d). 显然 ， 分 数 积分 过 程 为 长 记忆 模型 (4.2.2) 
T'(-d +k) 


HRE (或 误差 ) 服从 分 数 积分 过 程 时 ， Hidalgo 和 Robinson (1996) 给 出 了 
在 线性 回归 中 对 给 定时 间 点 的 变 点 参数 值 的 检验 ， Kuan 和 Hsu (1998) 讨论 了 
均值 的 变 点 估计 ， 以 及 Wright (1998) 对 多 项 式 回归 模型 进行 了 变 点 参数 值 的 检 
验 . 


本 节 主 要 考虑 噪声 满足 (4.2.2) 的 过 程 (4.4.1). 模型 定义 如 下 : 


Ух, 0«t«T* 
S(t) = 4 S< (44.3) 
S(T*)+ У) X, T'«t«T, 


T*«j«t 
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其 中 


M+ оез, O<j<T* 
X; = (4.4.4) 


Ш" + с”е;, T<j<T, 

以 及 {ejj > 0) 为 系数 满足 (4.4.1) 的 过 程 (4.2.2). 

观测 {S(t),0 2 t > T), 我 们 希望 检验 在 [0,T] 上 过 程 关于 均值 或 方差 的 可 能 
变 点 . 首先 假设 и Z ut. 在 子 节 4.4.2.1 中 我 们 建立 了 对 于 原 假设 Ho 的 CUSUM 
检验 : 

Ho:T*=T (在 [0,T] 上 无 变 点 ) 
相对 于 备 择 假设 
把:0<T*<T 了 及 zj”( 存 在 均值 变 点 7T* є (0,T)). 


定理 4.4.1 给 出 了 CUSUM 统计 基 的 极限 分 布 ， 从 而 由 此 可 以 计算 渐 近 的 临界 
值 ， 此 外 还 讨论 了 方差 的 估计 . 


EPH 4.4.2.2 中 我 们 考虑 了 当 о Z с" 时 的 情况 ， 与 检验 均值 中 可 能 的 变 
点 相似 ， 渐 近 检 验 主 要 由 原 假设 Ho MM FP He 给 出 : 


Hy:0« T' XT Ko zo". (存在 方差 变 点 T* € (0,Т)). 


84.4.2 ”主要 结果 


在 给 出 主要 结果 之 前 ,我 们 先 定义 一 种 在 D|0,1] 上 满足 -1/2 < d < 1/2 的 
分 数 布朗 运动 (参见 Mandelbrot 和 Van Ness (1968)): 


of" qs (grt * gr 
д@ nc s)? — (—s)*]aW (s) +f (t — s)*aW (s), (4.4.5) 
其 中 W(s) 为 标准 布朗 运动 以 及 


А = (түт + [a+ - sas)” 
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84.4.2.1 ”均值 变 点 的 检验 


假设 观测 {S(t),0 < t < T) FA ti = tin = iT/N,1 < í < N. 4 50 = 
0,5; = S(ti), Ri = Si — Sia, 1<i< N Ж S$ = 0, 


„ m 
Si = У Rey У в, 1<т< №. (4.4.6) 
1<і<т 1<i<N 
定义 CUSUM tit lg 
Е = т-Н.-1 * 
Мт=Т°т nm 187.1, (4.4.7) 


其 中 7 = оК, К? = C8call – а)-{(3 – 2a)-1 ca = [re + 1) °“dz 及 
Ü 
Н = 3/2— а, 1/2 < о < 1. 以 下 的 定理 给 出 了 当 了 一 oc 时 统计 时 的 极限 性 质 . 


定理 441 4 {ek,-00 < k < oo) 为 iid. 随机 变量 序列 满足 Eeo = 
0, Fez = 1, 对 某 个 p>2, Eleo|? < oo 以 及 (ак, к> 0} 为 满足 (4.4.1) 的 实数 
序列 ， 给 定 模型 (4.4.3), 其 中 x; 定义 如 (4.4.4). 那么 在 Ho 的 假设 下 ， 
tä Т оо, N = NT) 一 oo 时， 有 


Мт 2. sup |Wi-alt)—tWi-a(D)| 8 T — oc. (4.4.8) 
O<t<l 


特别 地 ， 当 т? 为 未 知 值 时 ， 需 要 由 一 相合 估计 代替 .定义 估计 7? 为 


T. xg 
B= a (Ri - Zhi)’, (4.4.9) 
NT? ey N 
其 中 
1 
Ёт = т Ri 
1<i<N 
4 
Ur. —T-He-1 * 
My = T UR mx, |5]. (4.4.10) 
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那么 以 下 定理 则 讨论 了 Mr 的 极限 分 布 . 


定理 4.4.2 ”给 定 模 型 (44.3). 假定 满足 定理 4.4.1 中 的 假设 . 假设 当 
T +00 时，N= NT) 一 oo 以 及 对 某 个 p>2, NF = o(T1-2/n). 那么 在 
Ho 的 假设 下 ， 有 


My Ds sup |Wi-alt)—tWio(l)| 23 T — oc. (4.4.11) 
O«t«1 


接 下 来 ， 我 们 还 讨论 了 在 备 择 假设 H, F, 4 T оо 时 ， 检 验 统计 量 Мт 
极限 性 质 . 


定理 4.4.3 ”给 定 模 型 (44.3). 假定 满足 定理 4.4.1 中 的 假设 . 假设 当 
T — o BF, N = N(T) — oo 以 及 N?” —o(T!-?/?), 其 中 p 满 足 p>2 及 
p(1-o)«1. 那么 在 H, 的 假设 下 ， 著 


一 u’ 1-HT* —-T* 
ew rcm — oo 3 T оо, (4.4.12) 


RI 


Mr -= оо. 


我 们 注意 到 在 定理 4.4.3 中 对 7 = oK, 及 т" = о" K. 没有 任何 假设 .这 说 
明 不 管 方差 变 或 不 变 ， 相 合 性 都 成 立 . 


例如 ， 若 假设 对 某 个 0 < 0 < 1, Т" = [T0], 那么 定理 4.4.3 中 的 条 件 满足 ， 
#4 To oo BF, N — оо, N?H =o(T1-2/?) 以 及 | 一 jr|IN1-H — oo. 


84.4.2.2 ”方差 变 点 的 检验 
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此 检验 主要 基于 部 分 和 R? = (5;- 5:1 —uT/N)2, 1 <i < N, HH {5,1< 
i< N} STA 4.4.2.1 中 定义 相同 . 4 了 = 0 及 


5.= y; Й-— “DE 1<m<N. (4.4.13) 
1<i<m N gen 


首先 ， 我 们 讨论 统计 Mr 的 渐 近 性 质 ， 


NH 
Mr = ran max, [ (4.4.14) 


注意 т 的 定义 已 在 (4.4.7) 中 给 出 . 


定理 4.4.4 给 定 模型 (4.3). 假定 满足 定理 44.1 中 的 假设 .那么 在 Ho 
的 假设 下 , 对 于 当 了 一 oo 时，N = N(T) oo XA N = o(T1/2-1/p),p > 2, 
有 


Mr =0,(1), T> o. (4.4.15) 


特别 地 ，k 和 7? 的 值 往往 是 未 知 的 . 在 统计 量 Mr 的 定义 中 ， 需 要 由 合适 
的 估计 来 代替 ,回忆 子 节 4.4.2.1. 估计 и Al т? 分 别 定义 为 


А 1 
йт = т > Ri 
1<i<N 
以 及 

N?H T 
22 "EVI 
Т = =н (Ri – Shir)’. 

NT 1<gi<N N 


А = (Si — Si- - ÂrT/N}, 1 <i < N & 
Sn = рат R2 < 
Sm 22, N ey 1<m< N. (4.4.16) 


接着 ， 在 Ho 的 假设 下 ， 我 们 讨论 统计 量 Mz 的 渐 近 性 质 ， 


— МН 
Miz = ттан mun, 18. (4.4.17) 
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定理 4.4.5 给 定 模型 (4.4.5). 假定 满足 定理 441 中 的 假设 ， 那 么 在 Ho 
的 假设 下 , MT A T оо, N = N(T) oc UR N = о(Т\?-\/Р),р > 2, 
# 


Mi =0,(1), T >o. (4.4.18) 


最 后 ， 讨 论 在 H> 的 假设 下 ， 统 计量 M; 的 极限 性 质 . 


定理 4.4.6 给 定 模型 (4.4.3). 假定 满足 定理 4.41 中 的 假设 那么 在 H, 
REF, # u=, 当 了 一 oo 时 ，N= N(T) — o, NT*/T > оо, 
N(T — T*)/T — оо, 对 某 个 p>2, N = o(T1/2-1/p) 以 及 


lo? — о*?|м1-НТ*(Т-Т°) 
T — 


T — oo as T — oo, (4.4.19) 


例如 ， 若 我 们 假设 对 某 个 0 < 0 < 1, T* = [ТӨ], 定理 4.4.6 的 充分 条 件 则 为 
N = N(T) — оо, N = o(TV2-1/9) p М9 |o? — o*2| — oo. 


84.4.3 ”定理 的 证 明 


以 下 的 引 理 是 定理 4.4.1 ~ 定理 4.4.6 的 证 明 非常 有 用 的 工具 (参见 Wang 
(2003)). 


引 理 441 4 {er,-00 < k < оо} 为 iid. 随机 变量 序列 满足 Eco = 
0, Ec] — 1 以 及 对 某 个 p>2, Eleol? < oo, {ark > 0} 为 满足 (4.4.1) 的 实数 
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序列 . 那么 (ex, –оо < k < оо} 在 合适 的 概率 空间 ， 可 建立 一 分 数 布朗 运 
动 {Wi-a(t), 0 < t < co} X X T— oo Rf, 


sup Lon Y ej- Wi-alt)| = орт), (4.4.20) 
o<t<T o<j<t 


其 中 K2 = Сс. (1-а) (3 2а)-!, 对 1/2 <o < 1, са = LÍ 27? (r4-1)^^dz. 
0 


定理 4.4.1 的 证 明 注意 到 在 Ho БЕТ, пеи R o=o. 我 们 有 


S, = Y) Ru у, R =S.- SN 


1<i<m 1Si<N 


= SC) - Bsr) = X х-ў у, X; 


о<ј< N S< 


= > (noe) 9 У) (w+cej) 


о<ј< AF O<j<T 
=A > о-у е) 
0«j« yr o<j<T 


运用 引 理 4.4.1, 得 到 当 T 一 oo Bf, 
‚лак, |5}, иа С) = иа (Т) = ыт), 
由 分 数 布朗 运动 (4.4.5) 的 自 适应 性 ， 有 
B/W, (Bt) 2 Walt), 
Bp, 
B-HW, (Bt) 2 Wi (#), (4.4.21) 
其 中 万 =3/2 一 a 那么 ， 


{т-н(ил „(ту - ЕМу | m), 0«z« 1} 


2 I E, 一 EM mal), O<ax< 1}. (4.4.22) 
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因此 由 Wi-a (u) 的 几乎 处 处 连续 性 ， 对 p > 2, 可 得 


sup [2-87-15 一 Ta( ae(zT) 一 2Wi-a(T))| 
0<=<1 


IN 


за А N: N. 
TH. E [Siva - (и.-т) - Pr, ry) 


+ sup In Hw, Шар) ат) 


- T-# (Wi (шТ) - 2Wi-a(T))| 
= 0,(TI+¥P-2-#) + o,(1) 
= 0,(T¥P-¥/2) + o (1) = op(1). 
注意 到 
{Wi-a(z) — 2Wi-a(1),0 < z < 1} 2 (T-B(W,_. (zT) —zWi-a (T)),0 < z < 1). 


此 定理 证 明 完毕 . 
定理 4.4.2 的 证 明 只 需 证 明 当 了 一 oo Bf, 


#2 P, 2. (4.4.23) 


首先 ， 由 引 理 4.4.1 Ж Т-Н (Т) Š N(0,1) 的 事实 ， 在 Ho 的 假设 下 ， 得 


u+ Wi (T) + O(TV/979) 


= p+0(T" °). (4.4.24) 


线性 过 程 的 若干 极限 理论 及 其 应 用 


不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 y= 0. 那么 由 (4.4.24), 对 1/2< H <1 # 


а 二 N2H " Di p 
T = Wren 4d ^ w2 PT 
NT EN N 
N?H 
= =F R2 +0, (T?-2H+1—2a y28 2) 
Н 2 t P 
Е 1<i<N 
N2H 
= Tm R? + O, (N2H-2) 
утен УУ, 
N2H 
= утен У) +00). (4.4.25) 
1<i<N 


@-1)Т 
N 


ig, = тип) - Wiel SPA} Жк = Ri- Wid < i < N. ЖА 


= S-$- SCR) - (GP) 


=o 5- У е). 


0«j« 3 o<j< E 
再 运用 引 理 4.4.1 得 到 


|= 1+1/р-а 
зах, Ind = Op(T ). 


因此 ， 
N?H 2 
NT?H Ri 
14м 
N?E 
= wpm > (W.+n) 
1<iZN 
N2H 2N?H NH 
- du y wes Y тафта Y 
ZH i H li E Я 
NT 1<i<N NT? 1«i«N NT? 1<i<N 
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м?н 2 2N?H 2H т2(1+1, 
= WTE > Wi + pH Ух Wir + O(N?F T20-/p72)-28) 


NT? - - 
1<i<N 1<i<N 


N?E 2 2N2H dH. 
= wmm 2. Wi "pu 22 Win + O (NT TH), 
1<і<№ 1<і<№ 


由 (“WI 2 NO, 的 事实 ， 我 们 有 


E[ $5 IWil] = o(N?-* T^). 


"^ 
ЖА, 
Y mij = o7 TH). 
144 
接 下 来 我 们 需要 证 明 
Nr 25, 2-12 = 5 P» (G9 wa-:)-o) 42 


+ Z, = (kW? — à, BA EZ, = 0 以 及 对 1<i< N, AGO Ww? 服从 
X2(1) 分 布 ， 得 EZ? = 27^. IRA hik Wi 的 平稳 性 ， 我 们 有 


Var{ > (wa – 1) } = мәң > 2} 


1<1<№ 1<igN 


N 
У VarZ; +2 XN + 1-7) Cov(Z1, Z;) 
1<і<№ j=2 


N 
N- EZ? +2 у (N+1-j)B22;. 
j=2 


接着 ,计算 EZZ Ж, 


N N 
EZ; = Cov[ Gre, (FW) 


2(co [Cw qw; = 2R274, 
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其 中 及 = Corr( C" Wi С) = ЕСТМ А (Т) И). 这 样 只 需 计 
жн. 由 分 数 布 运 动 的 性 质 ， 我 们 有 


{утул} 


beu — Wi-a(0)) 
Bye (Wal) и 0007) } 


= (уна рил (Cw. E) - в(ю a (W-E) } 


= т (ан (= 2yH -2(- н) ize т?н(2н = 128-2, 
那么 RIR? H(2H - 1). 则 可 得 


E212; ~ 1*2H" (2H — 1): j4. 


因此 
Var( > Zi e 7*(N v N*872), (4.4.27) 
1<i<N 
那么 就 可 推出 当 N 一 co Hf, 
> 4 =0,(N). 
1<i<N 
这 样 (4.4.26) 证 毕 . 
因此 我 们 得 到 
AR BERE 2 Н т\+1/р-а-Н 2H т?2/р-1 
ттн У) R = т +o(()+O,(NET ) + Op(N2#77/P-1) 
1<і<№ 


Da O,(NP TM»-V2) + O,(N?H T2/»-1) 


= 17 +0,(1). (4.4.28) 
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最 后 综合 (4.4.25) 及 (4.4.28), 得 (4.4.23). 


定理 4.4.3 的 证 明 首先 , 注意 到 在 Н, WEAF, At iem = (AT, 
由 引 理 4.4.1, 我 们 有 


Sh. 一 БОТ) 5 [sa + (sm - sr?) 


E STULAS 5; %- Y ху} 


o«j ms уе 


= M-T- у) 7 Y e} 


o<i< туг O<j<T* 


m* 

` 

-0—— J е; 
T-<;<T 


= (ут - T) er[wi CR) - wis) 


-r Wi-e(T - T*) + Oy(Ti*1/»-2), 


BT Eon [Wa a (T2)] 的 分 布 不 依赖 于 T, 则 对 p > 2 可 得 
Sie = (ии) T - T°) + O, (T). (4.4.29) 


由 假设 (4.4.19) 及 1— H < H, 我 们 有 


— yITV2-V/PT*(T — T* 
lu — ul = T-T) 5 


注意 到 条 件 p(1 — o) < 1 可 推出 1+ 矿 < 3/2 + 1/p. 由 (4.4.29), 立即 可 得 
Sei (eem EA (4.4.30) 
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另 一 方面 , 由 p>2 及 1/2<a<1, 有 


T S sm. 5) 4300 т? 


+O, (T1/°-e) 


T* ,f-T* , Wice(T*), s Wica -T 
ит +p T +T T +7 Т 


= O(1)-« O,(TF) + O,(T1/>-=) = O,(1). (4.4.31) 


ZA (4.4.31), 我 们 得 到 


ee -2H P N?H А T2-2H 
NUNC = amm У) HO 
Wpm LE NT?H 2 р N2- 2H 
接 下 来 ， 我 们 记 
iT = DT) T 
W; = r(Wic 5) - Wi- 7 1 ) mw-Ro-Wicsy, 1<i<m', 
以 及 
iT iCAT 。 UMP 
Wi = т (та) т E52, т = R, — W; — ш у? m <i<N. 
这 样 可 分 解 为 
DR- ук+ у m 
144% im теи 
T M 
= У) (++) + > (een eq). 
1&i&m* m*«i«N 


运用 引 理 4.431 则 可 推出 
pax, In| = О(Т!+\/”-°) 以 及 Pax Inr] = OS (TH 3/779), 
因此 


У) =O mT?) WE У 2 = O(N 一 mr)T2+2/p-2a. 
1<i<m* m*<i<N 
(4.4.32) 
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由 于 
(Муну 2 молу, 1<icm 
以 及 
Nd on ae 
(ӨР RNO), m'<i<N, 
我 们 有 


D Wom R E W= O?N my). 
1<ism” m*<ign 
(4.4.33) 


因此 由 (4.4.32) 和 (4.4.33), 可 得 


А TT 
3 = TT {ol 1) +O,((% Ny- зноу 15) 


+Op(( 示 М-ну «oy 


) + Op( 


Ni/2+0 
T°- 2 } 


Т?а-172-17р 


(т – T*)ri-28 


+ {0() 0,0052) 0s 


N 
Tat) 


Ni/2+a T2-2H 
pomp} ы EE ). 


+O) + Onl ae rZ) + Onl 


N 
Te-1/p 
HFE 1/2 <a < 1, р> 2 É p(1 — o) < 1 REF, ЖН =3/2-a<1, 
a—1/p>1-2/p UR (2a – 1/2— 1/р)/(1/2+ o) > 1— 2/p. 那么 


2а TT (Т-Т*)т!-?Н -2H 


B= Tuum а (оа) o0) £577 (опу оз) be oorr) 
T?- -2H 
= 0 (ту zu) (4.4.34) 


最 后 综合 条 件 (4.4.19), (4.4.30) 以 及 (4.4.34), 立即 可 得 当 开 一 co Bf, Мт — oc. 
定理 444 的 证 明 记忆 = (P)O (W (UZ) 1 i N. 
容易 得 到 {6,1 < i« N) 为 标准 正 态 随机 变量 ， 运用 引 理 44.1 LUN 


RD Gen? (4.4.35) 
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以 及 
(max I] = Op (NF T=), 
对 任意 的 ec> 0, 有 
P(Mr > 日 
= Рт B ‚лах, ISl > e) 
= Р, | Gi -TG Туну m rL -r 
< Pluss, X PO) > Sar) 
+Р( лах, N E - тту”) > aad 
< 2р0 5 (Тн) > SO) 


IN 


1<і<№ 


2P( (Тәне, 4 ny? 一 72( 工 
eg OGRE +w AG 


2P( > тн) > ur) +2P( 2 тунт > 


IÇIN 1<i<N 


er? 2: 


+2P( $7 re T yigg > SNF ТТ =: +h +h). 


їл 


和 (4.4.27) 同样 的 证 明 方法 ， 可 以 得 到 
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Var( $^ @) ~ N v NH, 
1<і<№ 


T yt) er? 2H 


gym» "ES 


(4.4.36) 


er? T?H 
NH 
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MAM 1⁄2 < H < 1, 4 N — oc Bf, 


CN v NtH-? C 
= PCD € -1)> É м< < —2N2 = сузи узн CO 


(4.4.37) 
注意 到 


eNH-1 
= 
五 =:P( У m > $ "< < P( max т > 6). 
1<і<№ 


由 (4.4.36) 及 条 件 当 了 一 oc BF, N = oy (T1/2-1/P), 我 们 有 


2 m 2H.2 erT?” 
In =: P( >= Ср? > Gy) 20, No (4.4.38) 
1<i< 
最 后 ， 对 于 五 有 


eN” 
B= РУ &m>* NM) < PU pax, In| > > =). 
1<і<№ 1<i<N 


这 样 由 (4.4.36), JO |&| = O,(N) 以 及 条 件 当 了 一 co BF, N = op (T1/2-1/p), 
1<i<gN 
可 得 
Tg =: P( 》 CY" En T eT) +0, щ N 一 oo. (4.4.39) 


1<i<N 


因此 , 综合 (4.4.37), (4.4.38) 以 及 (4.4.39), 得 到 当 N 一 oo BF, P(Mr > e) — 0. 


定理 4.4.5 的 证 明 由 (4.4.24) 有 


Âr —p=O,(TV?-2), (4.4.40) 
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接着 ， 注 意 到 


> A-R) 


1<igm 


= X {Si-Si EP- (S Sm- Sy} 


1<і<т 


T ^ T А Ф. n 
= PR (СИЗ — Bp) - 28:5 (n — йт) + 28i (n — йт)} 


T йт = SEE) - т) ar — wy far + и). 


因此 由 定理 4.4.1 以 及 (4.4.40), 得 到 


NH Š$ B 2 
TH max, [Sm — Sin] < P Tw m mas, | > ( (Ri - - 8) 
1<i<m 
= o,(NR-1T1/°-1/3) + O(N A-1T7/P-1) = ор(1). (44.41) 


那么 运用 (4.4.23), 那么 由 (4.4.41) 及 定理 4.44, 结论 成 立 . 


定理 4.4.6 的 证 明 首先 注意 到 由 于 /* = и, 则 在 Н, 的 假设 下 ，(4.4.40) 成 
ж. шї m = (AO), 和 定理 44.5 相同 的 证 明 ， 可 得 


NE a 

gall 

NH э т" 52 
= = № - = А? 

тан D3 N P | 

NH jirT m* йтТ\? 
-a Seah). ma Bp Si ETT 

m| 3 (5 : ктү x > (8 1 x1 

H 
= pas E (6-81) (S — a 
1<i<m* 1<i<N 
ATE Y (&-s-)- D (S-S) 
1<і<т* 1<і<№ 
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?H- 3 e- У ,那么 
1j 1«j« Spt 


> &- S- E Y (5-81 


1<i<m* 1«i«N 
= У) 6 eeny- - y & T ону? 
W 
1€i£m* 1<igm* 


m*«i«N N 
2uT m 2uT „т 
= a) D н-т y m 
N N 1€i£m* N тм 
2 2 _ en 2 
+0°(1-—-) У) H?-o Y н 
lism” m*«i«N 


以 及 


由 定理 4.4.4, 引 理 4.4.1 及 (4.4.40), 有 


NE. 
qan 15" 
2T1-2H А m* =! 2H m* 
= [Twice] - 35) 2 -Ny i) У) H. 
1€i£m* m*<i<N 
NH 2 Nl gm 2 
tymo (1 NOD Hi- TH’ N >D н 
i€i£m* m*<i<N 
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ONE) + |= et у = у н) 


P» NN 


ъй) + | > RE > E 


NB 


афет” iN 


am ga T AUR 
жані? -oy KN > (м + o, (NP T% )) (Йй = eH) 


Op(1) + 


HF NL <i < 


因此 得 到 结论 


此 外 由 (4.4.40)， 


# 
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II 


N2H 


NT2H 


l З 
— > (№ +001), 


m*<i<N 


— rU m* 


m*<i<N 


为 标准 正 态 变量 ， 与 (4.4.26) 相同 ， 可 以 证 明 


wow È W-0-o0). 


m*<i<N 


= Pucca + oy(1)). (4.4.42) 


25 (Si- Sinn т ) 
1<i<¢N 
2—2H 
vum P» (s - s -as) - Am Mm Âr - u)? 
16 
үтен (0° > Heo > н?) 十 Op(N2H-2) 


NT?H 


m. 
N 


1<i<m* m*ci<N 


šj + 2 2 T on =) 02 72/2 хай 
(m PKR” + (N — m')e KN) Ja + op(1)) + op(1) 


.2 人 一 


FENU +o). 
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由 (4.4.19) 及 (4.4.42) 结论 成 立 . 
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